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Pour des raisons qui apparaltront ilans la Troi,sièrne Paüie, on uti,lise ilerLt entiers naturels
d,istincts n (minuscule) et N (majuscule). Les cand,idats sont priés d,e respecter les notations
ile l'énoncé.

On désigne par Rr[X] I'espace vectoriel des polynômes à coefficients réels, de degré inférieur ou égal à n.
Le sous-espace de lR.[x] formé des polynômes pairs (c'est-à-dire vérifiant p(-x): p(x)) est noté rI,, et
celui <les poÿnômes impairs (c'est-à-dire vérifrant PCX): -P(X)) est noté J,,.

On déflnit l'ensemble ,4.7y formé des P € lRar[X], tels que P(-1) : P(1) : 1, eü satisfont de plus
P(æ) ) 0 pour tout r dans l'intervalle [-1,1]. On définit sur IR.1y[X] une forme linéaire ,L par

L(P) P(æ) dæ.

L'objet du problème est l'étude de sa borne inférieure oN slu le sous-ensemble lry :

ary : inf{tr(P) lP e .41y}.

'ft a,r* Ît a^t or^l& ln- * n?*-,1* lrdno at
ü ?-1 t' etuem?(a du' l re"l"ân*o J"r"toioo *

Questions prêliminâires
1. (a) Verifier que ,4.ry est une partie convexe de IRp[X].

(b) Montrer que I'expression

llPll, : l"lrtùlo*
définit une norme sur IRTS[X].

(c) Montrer que À7y est fermé dans l'espace vectoriel normé (Riy[X], ll . Ilr).

lÊ* [x)
te,fxJ

2. (a) Montrer que la borne inférieure de tr sr:.r /1y est atteinte.

Dans la suite, on notera By l'ensernble d,es P € A7g tels que L(P) : q*.
Montrer que .B1,, est une partie convexe compacte.

Vérifier que 81,' contient un polynôme parr. (2nn- ,f.r oJ€ Fy
Première Partie

On munit IR,n [X] clu produit scalaire défi.ni par

(b)

(.)

î

et de la norme associêe

(on ne demande pas de vérifier qu'il s'agit

Pour j e N, on définit Ie polynôm.e

ü-1 ,tuë,îr ,r/w

(P,Q> P(")Q@) dr,

llPllr-\M
bien d'un produit scalaire et d'une norme).

Pj(x) - [(x'- 1)']

Par convention, Po - 1.
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3 (a) Quel est le degré de Pi ?

(b) Montrer que Py est un polynôme pair ou impair, selon la valeur de j.
(c) Montrer que P5(1) : I et Pi?7) : (-1),.

Au moyen de l'intégration pax parties, montrer que la fa.mill" (Pi)o<i<, est orthogonale dans R"[X].

On note

4

5

ei : l_rPi@)'d*,
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ri : 
I_r(1 - ,')i d*.

(a) Étabtir une relation eritre gi et Ii.
(b) touver une relation entre 1r' et li-r- Ii, et en déduire une relation de récurrence pour la suite

(/i)i.N'
(c) En déduire la valeur de Ii, puis celle de gi.

6. (a) Montrer que la farnille (Pi)ogç, est une base de R.tX].
(b) En déduire que la fa^mille (Pzi)o<i<Ë est une base de fI,, tandis que la famillu (Pri+r)o<ia*=r est

une base de Jr.

Deuxième Partie

Thoisième Partie

On note n la partie entière de f . On poursuit l'étude du polynôme .rB7y.

Montrer que deg -Rry : 12.

Montrer que Rly est le carré d'un polynôme : R;y(X) : ïlx(X)z où Uly(l) : 1 et ff,v(-l) : t1. Que
peut-on dire de la parité de [y ?

On suppose dans cette question que [/7y est pair I on a donc Uiy e IIr. Daus flr, I'équation P(1) : 1

définit un sôus-espace a,ffine noté II".
(a) Montrer que

llurvllz: min{llPllz lP e H"}.
(b) Endéduirequ'ilexisteunnombrerêelp,telquepourtoutentier0< j< \,ona(tlx,Pz):p.

(On pourra considérer des polynômes P € Hn dela forme [[,, +t(P2j - Pzx) avec ü € JR.)

(c) Exprimer Ury dans la base des P2i. En déduire que

L2

13

l4

15 fonction des 91.

16 era la valeur explicite
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