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Algèbre bilinéaire (I)

Exercice 1: Soit E un espace euclidien de dimension n et (e1, . . . , en) une base orthonormée de E. Soit f un
projecteur de rang 1. Montrer que f est un projecteur orthogonal si et seulement si

n∑
i=1

‖f(ei)‖2 = 1.

Exercice 2: Soit (e1, . . . , en) une famille liée de vecteurs unitaires deux à deux distincts d’un espace préhilbertien
telle qu’il existe un réel α vérifiant

∀(i, j) i 6= j (ei|ej) = α

1) Que vaut α ?
2) Quel est le rang de la famille ?

Exercice 3: Soit E un espace vectoriel préhilbertien dont φ est le produit scalaire. Soit A = (e1, . . . , en) une
famille d’éléments de E. Montrer que A et la matrice

G = (φ(ei, ej))1≤i,j≤n

ont même rang.

Exercice 4: Si p est une projecteur de l’espace euclidien E, alors p est un projecteur orthogonal si et seulement
si ∀x ∈ E ‖p(x)‖ ≤ ‖x‖.

Exercice 5: Soit (e0, e1, . . . , en) une famille de vecteurs d’un espace euclidien E. On suppose que pour tout
(i, j) avec i 6= j on a (ei|ej) < 0. Montrer que (e1, . . . , en) est libre.

Exercice 6: Soit E = C2([0, 1],R. pour f et g dans E on pose

φ(f, g) =

∫ 1

0
(f(t)g(t) + f ′(t)g′(t)) dt

1) Montrer que φ définit un produit scalaire sur E.
2) Soit F = {f ∈ E; f(0) = f(1) = 0} et G = {g ∈ E; g′′ = g}. Montrer que F et G sont supplémentaires ?
Qu’est-ce que la projection orthogonale d’un élément f de E sur G ?
3) Calculer

inf
g∈G

∫ 1

0
((sin(πx)− g(x))2 + (π cos(πx)− g′(x))2) dx

Exercice 7: Soit (−→u ,−→v ,−→w ) trois vecteurs unitaires du plan euclidien tels qu’aucun demi-plan ne contienne les
trois. Montrer

‖−→u +−→v +−→w ‖ ≤ 1

Exercice 8: On munit Rn du produit scalaire usuel.
1) Si V est dans Rn, de norme 1, quelle est la matrice du projecteur orthogonal sur RV ?
2) On considère une matrice par blocs M = (Mi,j)1≤i,j≤q ∈ Mpq(R), Mi,j ∈ Mp(R). Ψ = (Φi)1≤i≤q ∈ Rpq est un
vecteur unitaire de Rpq. Condition pour que M soit la matrice du projecteur orthogonal sur Ψ ?
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