
Chapitre 2

Convexité

2.1 Parties convexes d’un espace vectoriel réel

2.1.1 Barycentre

Définition 2.1 Soit n un entier non nul, soit (x1, . . . , xn) des éléments d’un espace vectoriel réel, soit (α1, . . . , αn) des réels
tels que

∑n
k=1 αk 6= 0. Il existe un unique élément g de E tel que

(

n∑
k=1

αk).g =

n∑
k=1

αk.xk

c’est l’élément

g =
1∑n

k=1 αk
.

n∑
k=1

αk.xk.

On l’appelle le barycentre des (x1, . . . , xn) affectés des poids (α1, . . . , αn).

Remarquons que les xi ne sont pas supposés distincts.
D’autre part, la notion de barycentre étant une notion affine, on parlera plutôt de points que de vecteurs pour désigner les
éléments de l’espace vectoriel.

Exemple 2.1 (L’isobarycentre) Si (x1, . . . , xn) sont des éléments d’un espace vectoriel (n ≥ 1) leur isobarycentre est le
barycentre des (x1, . . . , xn) affectés de poids égaux (et non nuls) c’est-à-dire l’élément

1

n

n∑
k=1

xk.

Remarque 2.1 Si α est un réel non nul , le barycentre des (x1, . . . , xn) affectés des poids (λ1, . . . , λn) est le même que celui

des (x1, . . . , xn) affectés des poids (αλ1, . . . , αλn). En prenant α =
1∑n

k=1 λk
on peut supposer que la somme des poids est

égal à 1, sans perdre en généralité.

Remarque 2.2 Le programme ne propose pas de notation pour le barycentre.

Exemple 2.2 En Physique ou en Sciences Industrielles les éléments xi seront interprétés comme des points matériels, les
poids αi de ces points étant leurs masses, plutôt notées mi.
Le barycentre du système de points pondérés

(
(x1,m1), . . . , (xn,mn)

)
s’appelle de centre de masse ou centre de gravité de ce

système de points. La notion de série ou d’intégrale permet d’étendre cette notion à une famille infinie de points.

Exemple 2.3 On a vu en première année la notion d’espérance d’une variable aléatoire réelle X définie sur un espace
probabilisé fini. Elle est donnée par

E(X) =
∑
ω∈Ω

P ({ω})X(ω).

Puisque
∑
ω∈Ω P ({ω}) = 1, on reconnaît dans l’espérance le barycentre des (X(ω))ω∈Ω affectés des poids (P ({ω}))ω∈Ω.
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2 CHAPITRE 2. CONVEXITÉ

2.1.2 Partie convexe

Définition 2.2 Une partie A d’un espace vectoriel réel est convexe si et seulement si :

∀(x, y) ∈ A2 ∀λ ∈ [0, 1] (1− λ)x+ λy ∈ A.

Dorénavant lorsqu’on parlera de la convexité/non-convexité d’une partie A il sera sous-entendu qu’il s’agit d’une partie d’un
espace vectoriel réel.

Exemple 2.4 Tout sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel réel est convexe.

Exemple 2.5 Les parties convexes de R sont les intervalles.
En effet, si est un intervalle, si x et y sont dans I, avec x ≤ y sans perte de généralité, si λ est dans [0, 1] et si z = (1−λ)x+λy,
alors x ≤ z ≤ y donc z est dans I par définition d’un intervalle.
Réciproquement soit I une parte convexe (non vide) de R. On rappelle que I est un intervalle si et seulement si pour tout
(x, y) de I2 avec x < y tout z de R tel que x < z < y appartient I.
Or un tel z peut s’écrire

z =
y − z
y − x

x+
z − x
y − x

y = (1− λ)x+ λy

avec λ = z−x
y−x ∈ [0, 1]. z appartient bien à I par convexité de I.

Cette écriture barycentrique d’un élément de I nous servira ultérieurement.

Proposition 2.1 Une partie A est convexe si et seulement si tout barycentre à poids positifs ou nuls d’un système d’éléments
de A est dans A.

La condition est suffisante car si λ appartient à [0, 1] et x et y sont dans A alors (1− λ)x+ λy est un barycentre de x et y à
poids positifs ou nuls .
Pour établir la réciproque on montre par récurrence sur n que si A est convexe, si (x1, . . . , xn) sont dans A, si (λ1, . . . , λn)
sont des réels positifs ou nuls dont la somme est non nulle (c’est-à-dire si les poids ne sont pas tous nuls) alors le barycentre
des (x1, . . . , xn) affectés des poids (λ1, . . . , λn) est dans A.
Le résultat est vrai pour n = 1 car le barycentre de (x) affecté du poids (λ) avec λ 6= 0 est x.
On le suppose vrai à l’ordre n− 1, avec n ≥ 2. Soit (x1, . . . , xn) dans An et (λ1, . . . , λn) dans (R+)n avec S =

∑n
k=1 λk 6= 0.

Deux cas ont possibles, si g = 1∑n
k=1 λk

.
∑n
k=1 λk.xk est le barycentre des (x1, . . . , xn) affectés des poids (λ1, . . . , λn) :

– λn = S Dans ce cas ∀k ∈ [1, n− 1] on aura λk = 0 (car tous les λi, 1 ≤ i ≤ n sont positifs). Par conséquent g = xn est
bien dans A.

– λn 6= S Dans ce cas on peut écrire, car
∑n−1
k=1 λk = S − λn 6= 0 :

g =
1

S

(
(S − λn)

(
1∑n−1

k=1 λk

n−1∑
k=1

λkxk

)
+ λnxn

)
.

Or

g′ =
1∑n−1

k=1 λk

n−1∑
k=1

λkxk

est dans A par hypothèse de récurrence, et ensuite

g =
1

S

(
(S − λn)g′ + λnxn

)
est dans A car A est convexe.

2.2 Fonctions convexes d’une variable réelle

2.2.1 Définition

Définition 2.3 Une fonction f : I → R où I est un intervalle de R est convexe si et seulement si :

∀(x, y) ∈ I2 ∀λ ∈ [0, 1] f((1− λ)x+ λy) ≤ (1− λ)f(x) + λf(y).
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Proposition 2.2 (Inégalité de Jensen) Si f : I → R est une fonction convexe, si n est un entiers non nul, (x1, . . . , xn)
des points de I, (λ1, . . . , λn) des réels positifs ou nuls de somme égale à 1 alors :

f
( n∑
i=1

λixi
)
≤

n∑
i=1

λif(xi).

Remarque 2.3 La condition est aussi suffisante, car, pour n = 2, en prenant (λ1, λ2) = (λ, 1−λ) si λ ∈ [0, 1], elle exprime
la définition de la convexité de f .

Réciproquement, si f convexe alors pour n = 1 le résultat est clair mais sans intérêt (λ1 = 1!), pour n = 2 on retrouve la
définition de la convexité.
On démontre alors le résultat par récurrence. On sait qu’il est vrai pour n = 1 (et n = 2). On le suppose vrai à l’ordre n− 1,
n ≥ 2.
Soit (x1, . . . , xn) dans An et (λ1, . . . , λn) dans R+n avec

∑n
k=1 λk 6= 1.

La démonstration calque ensuite la démonstration de la sous-section précédente.
Deux cas ont possibles

– λn = 1 Dans ce cas ∀k ∈ [1, n − 1] on aura λk = 0 (car tous les λi, 1 ≤ i ≤ n sont positifs). Par conséquent
f(
∑n
k=1 λk.xk) = f(xn) =

∑n
k=1 λkf(xk) et le résultat est vrai.

– λn 6= 1 Dans ce cas on peut écrire, car
∑n−1
k=1 λk = 1− λn 6= 0 :

f(

n∑
k=1

λk.xk) = f

(
(1− λn)

(
1∑n−1

k=1 λk

n−1∑
k=1

λkxk

)
+ λnxn

)

≤ (1− λn)f

(
1∑n−1

k=1 λk

n−1∑
k=1

λkxk

)
+ λnf(xn)

≤ (1− λn)

(
1∑n−1

k=1 λk

n−1∑
k=1

λkf(xk)

)
+ λnf(xn)

≤
n∑
k=1

λkf(xk)

La deuxième ligne résulte de la convexité de f qui s’applique ici car un intervalle étant convexe 1∑n−1
k=1 λk

∑n−1
k=1 λkxk

est dans I d’après la proposition 1.1. La troisième ligne découle de l’hypothèse de récurrence.

Remarque 2.4 La définition d’une fonction convexe et la démonstration de l’inégalité de Jensen resteraient valable pour
une fonction définie sur une partie convexe d’un espace vectoriel réel, mais le programme a choisi de se limiter aux fonctions
définies sur un intervalle réel. Il est à noter que oraux X/ENS on a pu voir apparaître des exercice sur des fonctions convexes
définies sur Rd.

2.2.2 Caractérisation

Proposition 2.3 (Convexité de l’épigraphe) Une fonction f : I → R où I est un intervalle de R est convexe si et
seulement si son épigraphe est convexe.

On rappelle que l’épigraphe de f est l’ensemble

A = {(x, y) ∈ I × R, y ≥ f(x)}.

Proposition 2.4 (Inégalité des pentes) La fonction f : I → R est convexe si et seulement si :

(R1) ∀(x, y, z) ∈ I3 x < y < z ⇒ f(y)− f(x)

y − x
≤ f(z)− f(y)

z − y
.

— On suppose f convexe.
Soit x, y, z tels que x < y < z. On a vu dans l’exemple 1.5 qu’on peut écrire y = (1− λ)x+ λz avec λ = y−x

z−x ∈]0, 1[.
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Puisque f est convexe on en déduit :

f(y) ≤ (1− λ)f(x) + λf(z)

(1− λ)(f(y)− f(x)) ≤ λ(f(z)− f(y))
z − y
z − x

(f(y)− f(x)) ≤ y − x
z − x

(f(z)− f(y))

f(y)− f(x)

y − x
≤ f(z)− f(y)

z − y

Les simplifications sont compatibles avec les inégalités car y − x, z − x et z − y sont strictement positifs.
Remarquons que la deuxième ligne aurait pu être

f(y)− f(x) ≤ λ(f(z)− f(x))

dont on aurait tiré :
f(y)− f(x)

y − x
≤ f(z)− f(x)

z − x
.

On aurait obtenu de même :
f(z)− f(x)

z − x
≤ f(z)− f(y)

z − y
.

Tout ceci se résume en la relation fondamentale :

(R2)
f(y)− f(x)

y − x
≤ f(z)− f(x)

z − x
≤ f(z)− f(y)

z − y
.

— Réciproquement.
Supposons (R1) vérifiée. Soit (x, y) dans I2 et λ dans [0, 1]. Si x = y ou λ = 0 ou λ = 1, l’inégalité de convexité est
bien vérifiée. Dans l’autre cas on peut supposer x < y sans perdre en généralité. On prend z = (1 − λ)x + λy, on a
x < z < y ; la relation R1 donne

f(z)− f(x)

z − x
≤ f(y)− f(z)

y − z
f(z)− f(x)

λ(y − x)
≤ f(y)− f(z)

(1− λ)(y − x)

(1− λ)(f(z)− f(x)) ≤ λ(f(y)− f(z))

f(z) ≤ (1− λ)f(x) + λf(y)

ce qui est bien la relation désirée.

Proposition 2.5 Si f : I → R est convexe et si [x, y] est un segment contenu dans I alors le graphe de la restriction de f à
[x, y] est en dessous de la corde joignant (x, f(x)) à (y, f(y))

On peut supposer x < y car si x = y le résultat est trivial. Si x ≤ z ≤ y on peut écrire z = (1 − λ)x + λy avec
λ = z−x

y−x ∈ [0, 1]. Le point du graphe d’abscisse z est M = (z, f(z)) = (z, f((1 − λ)x + λy)), le point de la corde de même
abscisse est M ′ = (z, (1 − λ)f(x) + λf(y)). Son ordonnée est plus grande que celle de M car f est convexe. Il est bien au
dessus.

Remarque 2.5 Cet énoncé étant essentiellement équivalent à l’inégalité des pentes sa réciproque est vraie.

2.2.3 Fonctions concaves

Définition 2.4 Une fonction f : I → R est concave si et seulement si −f est convexe, ce qui équivaut à :

∀(x, y) ∈ I2 ∀λ ∈ [0, 1] f((1− λ)x+ λy) ≥ (1− λ)f(x) + λf(y).

La fonction x 7→ −x étant une fonction décroissante de R vers R on peut transporter tous les résultats obtenus pour les
fonctions convexes aux fonctions concaves en inversant le sens des inégalités.
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2.3 Fonctions convexes et dérivabilité

2.3.1 Caractérisation

Proposition 2.6 Une fonction f : I → R, dérivable, est convexe si et seulement si sa dérivée est croissante.

— Supposons f convexe et dérivable.
Soit (x, z) dans I2 avec par exemple x < z. Dans la relation (R2) faisons tendre y vers x dans l’inégalité de gauche et
y vers z dans l’inégalité de droite , nous obtenons :

(R3) f ′(x) ≤ f(z)− f(x)

z − x
≤ f ′(z),

et en particulier f ′x) ≤ f ′(z).
Nous avons bien établi la croissance de f ′.

— Réciproquement supposons f dérivable et de dérivée croissante. Soit (x, y, z) dans I3 avec x < y < z.
D’après l’égalité des accroissements finis il existe c dans ]x, y[ et d dans ]y, z[ tels que

f(y)− f(x)

y − x
= f ′(c) et

f(z)− f(y)

z − y
= f ′(d).

Puisque c < d et f ′ est croissante la relation (R1) est vérifiée et f est convexe.

Proposition 2.7 Une fonction f : I → R, deux fois dérivable, est convexe si sa dérivée seconde est positive.

En effet, on sait , d’après la proposition 1.8 que f est convexe si seulement si f ′ est croissante. Or il a été vu en première
année que f ′ est croissante si et seulement si f ′′ = (f ′)′ est positive.
Elle sera concave si et seulement si sa dérivée seconde est négative.

2.3.2 Position du graphe par rapport aux tangentes

Proposition 2.8 Si f : I → R est convexe et dérivable alors le graphe de f est au dessus de toute tangente à ce graphe.

On part de la relation (R3). Elle donne, si x < z : f(z) ≥ f(x) + f ′(x)(z − x) et f(x) ≥ f(z) + f ′(z)(x− z).
En étudiant les cas t > y, t < y et t = y, on en déduit :

(R4) ∀(y, t) ∈ I2 f(t) ≥ (t− y)f ′(y) + f(y).

C’est le résultat voulu.

2.3.3 Exemple d’inégalité de convexité

Proposition 2.9 (Inégalité de la moyenne géométrique) La fonction ln est concave (et croissante). On en déduit pour
toute famille (x1, . . . , xn) de réels strictement positifs

n
√
x1x2 · · ·xn ≤

x1 + x2 + · · ·+ xn
n

.

Cette inégalité s’étend trivialement au cas où l’un des xi est nul.

Exemple 2.6 Soit X une variable aléatoire réelle centrée (c’est-à-dire E(X) = 0, telle que |X| ≤ 1 alors :

∀t ∈ R E(etX) ≤ ch t.

En effet pour tout t on peut écrire :

tX =
1 +X

2
t+

1−X
2

(−t).

Or, 1+X
2 est à valeurs dans [0, 1], 1+X

2 + 1−X
2 = 1 et la fonction exp est convexe car sa dérivée seconde est positive. Il en

résulte donc :
etX ≤ 1 +X

2
et +

1−X
2

e−t.

On obtient le résultat demandé en passant à l’espérance qui est linéaire et conserve les inégalités (et vérifie E(1) = 1) :

E(etX) ≤ 1 + E(X)

2
et +

1− E(X)

2
e−t =

et + e−t

2
= ch t.
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Exemple 2.7 Soit n un entier non nul, (x1, . . . , xn) et (y1, . . . , yn) des réels strictement positifs. Alors(
n∑
i=1

xiyi

)2

≤

(
n∑
i=1

x2
i

)(
n∑
i=1

y2
i

)
.

On considère la fonction f : x 7→ x2. Sa dérivée seconde est positive sur R∗+. Elle est donc convexe.

Posons λi =
x2
i∑n

k=1 x
2
k
et zi = yi

xi
, pour 1 ≤ i ≤ n. Les λi sont positifs, de somme égale à 1. On peut donc écrire :

f

( n∑
i=1

λizi

)
≤

n∑
i=1

λif(zi),

soit (
n∑
i=1

xiyi∑n
k=1 x

2
k

)2

≤
n∑
i=1

y2
i∑n

k=1 x
2
k

.

Le résultat annoncé s’obtient en multipliant par
(∑n

k=1 x
2
k

)2.
Ce résultat s’étend sans difficulté aux cas où certains des xi ou yi sont nuls, en l’utilisant pour un n inférieur. Comme d’autre
part, si (x1, . . . , xn) et (y1, . . . , yn) sont des nombres complexes on a∣∣∣∣∣

n∑
i=1

xiyi

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
i=1

|xi||yi|,

on peut affirmer :

Proposition 2.10 (Inégalité de Cauchy-Schwarz-Bounyakovskii) Soit (x1, . . . , xn) et (y1, . . . , yn) des nombres com-
plexes. Alors ∣∣∣∣∣

n∑
i=1

xiyi

∣∣∣∣∣
2

≤

(
n∑
i=1

|xi|2
)(

n∑
i=1

|yi|2
)
.
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2.4 Exercices et problèmes

Exercice 2.1 Si φ est une forme linéaire sur l’espace vectoriel réel E et si a est un réel, les ensembles {x ∈ E;φ(x) ≥ a} et
{x ∈ E;φ(x) > a} sont des parties convexes. Si φ est non nulle, on parle de demi-espace fermé et ouvert.

Exercice 2.2 Soit f est une fonction convexe de ]a, b[ vers R. Prouver :
1) f est continue sur ]a, b[,
2) f admet en tout point une dérivée à droite et une dérivée à gauche.
3) les fonction f ′g et f ′d sont croissantes.

Exercice 2.3 Si le graphe de f , fonction dérivable de l’intervalle I vers R est au-dessus de toute tangente, est-ce que f est
convexe ?

Exercice 2.4 En vous inspirant de la démonstration de l’exemple 2.7, montrer que si p et q sont deux réels tels que 1
p+ 1

q = 1,
alors pour toutes familles (x1, . . . , xn) et (y1, . . . , yn) de réels strictement positifs :

n∑
i=1

xiyi ≤

(
n∑
i=1

xpi

) 1
p
(

n∑
i=1

yqi

) 1
q

,

puis écrire l’extension de l’inégalité de Cauchy-Schwarz-Bounyakovskii, qui s’appelle l’inégalité de Hölder.

Exercice 2.5 (TPE) Soit f de classe C2 convexe sur [0, 2π]. Montrer∫ 2π

0

f(t) cos t dt ≥ 0

Exercice 2.6 (X) Soit f une fonction continue de Rp vers R. On suppose que f est convexe.
1) Montrer que tout minimum local de f est un minimum global.
On suppose maintenant que f est strictement convexe.
2) Montrer que si f atteint un minimum c’est en un point unique et que

lim
‖x‖→+∞

f(x) = +∞.

Exercice 2.7 (X) On considère un "quadrangle" convexe (A,B,C,D) dans le plan euclidien. On construit les carrés exté-
rieurs au quadrangle s’appuyant sur les côtés (A,B), (B,C), (C,D) et (D,A). On note G, H, F et J leurs centres respectifs.

1) Montrer que −−→GF et −−→HJ sont orthogonaux.
2) Quelle propriété possède le quadrilatère (G,H,F, J) ?
3) (Ajoutée par le professeur) Etudier la réciproque. c’est-à-dire étant donné un quadrilatère (G,H,F, J) vérifiant la propriété
de la question précédente, peut-on déterminer (A,B,C,D) de telle sorte que (G,H,F, J) soit obtenu par la construction de
la première question ?

Exercice 2.8 (CCS) Soit k > n. (A0, . . . , Ak) sont des points de Rn. Les coefficients associés aux points sont positifs.
1) Définition d’une partie convexe de Rn et du barycentre de points de Rn.

2) Que dire de la famille (
−−→
GA0, . . . ,

−−−−→
GAk−1) ?

3) Soit Ω = {t ∈ R|∀i ∈ [0, k − 1] αi + tλi ≥ 0}, où les αi sont dans R+ et les λi dans R et non tous nuls. Montrer que Ω
admet un maximum ou un minimum.
4) Soit G un barycentre à coefficients positifs des (A0, . . . , Ak). Montrer que G est un barycentre (à coefficients positifs) de
k de ces k + 1 points.
5) (oubliée par le candidat, reconstituée) Montrer que tout barycentre des (A0, . . . , Ak) est un barycentre de n + 1 d’entre
eux.

Exercice 2.9 (CCS)
1) Soit P ∈ C[X] de degré 2. A quoi correspond la racine de P ′ par rapport à celles de P , dans le plan complexe.
2) Soit P de degré n, à quoi correspond la racine de P (n−1) dans le plan complexe.
3)
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— Ecrire une fonction qui affiche les racines de P dans le plan complexe.
— En vous servant de cette fonction écrire une fonction qui affiche successivement les racines de P , P ′,. . .,P (n−1) (la

commande pour attendre dans la boucle qu’on appuie sur une touche entre deux affichages est donnée). On donnait
un polynôme pour tester la fonction. Que peut-on conjecturer ?

4)
— Montrer que si O appartient à Conv(z1, . . . , zn) où les zi sont non nuls alors O appartient à Conv( 1

z1
, . . . , 1

zn
)

— Décomposer en éléments simples
P ′

P
.

— En déduire une démonstration de la conjecture (les racines de P ′ sont dans l’enveloppe convexe des racines de P ).

Exercice 2.10 (TPE)
1) Soit f : R→ R convexe et croissante, g : R→ R convexe. Montrer que f ◦ g est convexe.
2) Soit f : R→ R∗+ telle que ln f soit convexe. Montrer que pour tout α > 0 fα est convexe.
3) Soit f : R→ R∗+ telle que pour tout α > 0 fα est convexe. Montrer que ln f est convexe.

Exercice 2.11 Soit (x1, . . . , xn) des réels positifs ou nuls. Montrer que

n

√√√√ n∏
i=1

xi ≤
1

n

n∑
i=1

xi

Exercice 2.12
1) Soit (x1, . . . , xn), n ≥ 1 une famille finie de réels positifs. Montrer que

1 + n

√√√√ n∏
i=1

xi ≤ n

√√√√ n∏
i=1

(1 + xi).

Indication : Considérer f : x 7→ ln(1 + ex).
2) (Pour les 5/2) Soit A une matrice symétrique dont toutes les valeurs propres sont positives. Montrer que

1 + n
√

det(A) ≤ n
√

det(In +A).

Exercice 2.13 Montrer que toute fonction f : R→ R convexe et bornée est constante.

Exercice 2.14 Soit f une fonction de R vers R. On suppose que f est convexe. Montrer que tout minimum local (note 1) de
f est un minimum global.

Exercice 2.15 Soit f une fonction à valeur réelle, définie et continue sur l’intervalle I (non réduit à un point), dérivable
sur J = I\E où E est un ensemble fini. Montrer que si f ′ est croissante sur J alors f est convexe.

Exercice 2.16
1) Soit f et g deux fonctions convexes de R vers R. Montrer que sup(f, g) est convexe. Peux-on en dire autant de inf(f, g).
2) Soit (fλ)λ∈Λ une famille de fonctions convexes définies sur R. On suppose qu’il existe une fonction g (quelconque) telle
que fλ ≤ g pour tout λ de Λ. Montrer que supλ∈Λ est une fonction convexe.
3) En déduire que si f : R → R est une fonction quelconque positive alors il existe une fonction convexe g telle g ≤ f et
pour toute fonction convexe h : h ≤ f ⇒ h ≤ g.

Exercice 2.17
1) Soit A une partie non vide d’un espace vectoriel réel E. Montrer que l’intersection de toutes les parties convexes contenant
A est une partie convexe et que c’est la plus petite partie convexe de E contenant A. On l’appelle l’enveloppe convexe de A
et on la note Conv(A).
2) Montrer que Conv(A) est l’ensemble des barycentres à coefficients positifs des familles pondérés de points de A.

1. On dit que f admet un minimum local en a s’il existe ε > 0 tel que pour tout x de ]a− ε, a+ ε[ on ait f(x) ≥ f(a)
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Exercice 2.18 (Ecrit X 2017) Soit h : x 7→ x lnx si x > 0 et h(0) = 0, la fonction définie sur R+. Soit a > 0.
1) Montrer que

∀x ≥ 0 h(x) ≥ (x− a)h′(a) + h(a).

2) Montrer que cette inégalité est stricte si x 6= a.

Exercice 2.19 Soit f une fonction continue de [0, 1] vers [0, 1] telle que f(0) = 0 et f(1) = 1. Montrer qu’il existe une
fonction continue et convexe g : [0, 1]→ [0, 1] telle que :

g(0) = 0, g(1) = 1, ∀t ∈ [0, 1] g(t) ≤ f(t).

Exercice 2.20 (Ecrit CCS) Dans le plan R2,si M , N et P en sont trois points, le triangle MNP est l’ensemble des points
de la forme αM + βN + γP lorsque (α, β, γ) sont trois réels positifs dont la somme vaut 1.
On considère les points A = (1, 0), B = (0, 1), C = (−1, 0) et O = (0, 0). Montrer que le triangle ABC est la réunion des
triangles ABO et OBC.

Exercice 2.21 (ULCR) Soient C1, . . . , Cp des parties convexes de R2. Montrer que
⋂p
i=1 Ci 6= ∅ si et seulement si les Ci

sont trois-à-trois d’intersection non vide.

Exercice 2.22 Soient I un intervalle ouvert de R et f : I 7→ R bornée telle que, pour tout (x, y) de I2, f
(
x+y

2

)
≤ f(x)+f(y)

2 .
Montrer que f est convexe.
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2.5 Exercices nécessitant l’ensemble du programme

Exercice 2.23 (CCS) Soit (A,B) dans Sn(R)2.
1) Montrer que

f : t 7→ max Sp(A+ tB)

est convexe.
2) A quoi ressemble f lorsque A et B sont simultanément diagonalisables ?

Exercice 2.24 (X) Soit
C = {(X,S) ∈ Rn × Sn(R), S − tXX ∈ S+

n (R)

1) Montrer que C est convexe.
2) Soit k ∈ N∗, (λ1, . . . , λk) ∈ (R∗)k, S = diag(λ2

1, · · · , λ2
k, 0, · · · , 0), X = (x1, . . . , xn). Condition pour que (X,S) soit dans

C ?

Exercice 2.25 (TPE) Soit K un compact convexe d’un e.v.n. Soit f de K vers K telle que

∀(x, y) ∈ K2 ‖f(x)− f(y)‖ ≤ ‖x− y‖.

Soit a dans K et n dans N∗, on définit

fa,n(x) =
1

n
a+ (1− 1

n
f(x)

1) Montrer que fa,n est contractante.
2) En déduire que f admet un point fixe.

Exercice 2.26 (X) Soit (fn) une suite de fonctions convexes sur R convergeant simplement vers une fonction f . Montrer
que la convergence est uniforme sur tout segment.

Exercice 2.27 (ENS UC) Soit K un compact de Rn.
1) On suppose K convexe. Montrer que pour tout x de Rn il existe un unique point p(x) de K réalisant la distance de x à
K.
2) On suppose que pour tout x de Rn il existe un unique point p(x) de K réalisant la distance de x à K. Montrer que K est
convexe.
Indication : (Donnée en fin d’épreuve) Considérer la borne supérieure des r > 0 tels qu’il existe une boule ouverte contenant
x et de rayon r contenue dans le complémentaire de K.

Exercice 2.28 (CCP) Soit f une fonction de ]0,+∞ vers R∗+ telle que f(1 + x) = xf(x)
f(1) = 1

φ = ln f est convexe

1) Faire le schéma d’une fonction convexe sur un intervalle I. placer sur le graphe de la fonction trois points A, B et C
d’abscisses strictement croissantes. Que dire des pentes des droites (A,B), (A,C) et (B,C) ?
2) Montrer que pour tout x de ]0, 1[ et tout entier n non nul

lnn ≤ φ(n+ 1 + x)− φ(n+ 1)

x
≤ ln(n+ 1).

3) En déduire que

0 ≤ φ(x)− ln

(
n!nx

x(x+ 1) · · · (x+ n)

)
≤ x ln

(
1 +

1

n

)
.

4) En déduire que f est unique et que f = Γ.
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Exercice 2.29 (ENS ULCR)
1) Soit f dans C0([a, b],R). On note

En = {P ∈ Rn[X], ‖f − P‖∞ = inf
Q∈Rn[X]

‖f −Q‖∞}.

Montrer que En est convexe et non vide.
2) Soit P dans En. Montrer que P atteint la valeur de ‖f − P‖∞ en au moins n+ 2 points de [a, b].
L’examinateur avait d’autres questions en réserve, mais il donnait les questions une par une.

Exercice 2.30 (CCS) (Suite de l’exercice 2.8) Soit E un espace vectoriel normé et A une partie de E.
1) Montrer que Conv(A) est la plus petite partie convexe contenant A.
2) Montrer que si A ⊂ E est compacte alors Conv(A) aussi.

Exercice 2.31 Dans un espace vectoriel normé, on se donne une partie A convexe.
1) Prouver que l’adhérence et l’intérieur de A sont convexes.
2) Montrer que la fonction qui à un point M associe sa distance à A est convexe.


