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Option Mathématiques Mathématiques I I

Punfe : 4 heures

PROBLEME

Les diverses partics de ce problsme ne sont pas ‘indépendantes; on pourra
done utiliser pour la résolution d’une question les résultats des questions anté-
ricures,

L’attention des candidates et candidats cst attirée sur le fait qu'il sera tenu
le plus grand compte lors de la correction, de la rigueur des raisonnements et,
de manidre géuérale, de 1a clarté de la rédaction.

Seit n un entier naturcl supéricur ou ¢gal a 1. On note E, Vespace vectoriel
des polyndmes & coelficients rationnels de degré inféricur ou égal & n.

17 Etadier la restriction & chacun des espaces F,, de Papplication A de Pespace
vectoriel des polyndnes rationnels dans lui-méme qui associe au polynome P
le polynéme A(P) tel que, pour tout x,

A(P)(x) = Pa) — P(x ~ 1).

2° a. Mountrer qu'il existe un polyndme Q, appartcnant & E;,, et un scul
tel que, pour tout entier naturcl p strictement supérieur & 0, Q,(p)
goit égal A la somme des puissances n-idmes des entiers naturels stricte-
ment inféricurs & p.

b. Montrer que le polynbine Q,, vérifie les égalités :

Qn(0) = Q. (1) = 0.

3o Montrer quil existe une suite (a,) de nombres rationnels, définie pour
n supérienr ou égal A 2, telle que 'on ait

Q:; 4 ay=n Qn_|

ot Q, désigne le polyndme dérivé du polyndme Q, .

pourn > 2

40 On désigne par Q, le polyndme vérifiant identiquement

Qa(a) = Qu(l ~ ).

Comparer les polyndines @, ct Q.
5 Calenler Q,,(1/2) et a,p,, , -

02 Ftablir que les polynéimes Q,, ne sannulent sur Pintervalle ouvert J0, 1]
qu'an point 1/2 et que les polyndines Q,, ,, sont de signe constanl sur ce méme
intervalle.

70 On désigne par 6(p) Pentier égal A |- 1 ou — 1 représentant le signe constant
de la fonction Q,, _, sur 'imervalle ouvert ]0, 1] . Montrer que a,, n’est pas nul
et qu'il est de signe a(p).

8 En étudiant la fonetion Q,, ., an voisinage de 0, montrer que a(p) est egal

a(-- ne.

9 Montrer que la suite de polyndmes Q, est entitrement déterminée par
le polyndme Q, = x(x — 1)/2 ct les rclations de récurrence

Qi = ("‘ 4 1) Qv'l ot Qll+l(0) = Qn+1(1) =0

107 On appelle B, le rationnel positif (- 1)".a,, .

Calculer les nombres By, B, ct B,.

11

Tes polyndmes Q, et les nombres B, sont cenx introduits dans la premidre
partie,

Conformément A Fusage, on dit qu'nne fonction réelle continue f définic sur
un segment {a, b] est p fois continuement désivable sur ce scgment si elle est
dérivable jusqu’a Pordre p sur Uintervalle ouvert Ja, b et si ses p premicéres dérivées
sur Ja,b] =ont les restrictions de fonetions continues sur le segment [a, b].

On se permetira done Pabus d'éeriture usuel consistant, par cxemple, & noter
S (1) ve qui est en fait la dérivée & droite £ 4(a).
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19 Soit n un entier naturel et f une fouction 2 n 4- 3 fois continuement dérivable
aur le segment [0, 1J.

Montrer Pégalité
S -/

A/2).(f7O) + £ (1))

\Y (_— 1)1’,]},,‘ (1) ~ £o7(0)

D .4
dd (2 p)!
p =1

+Rn

ot I reste R, est égal a Vintégrale

W1+ DY [ Qs (9SO ) de

2° Montrer que la valeur absolue de R, est majorée par

(Bays/@n + Y. J fOm+2)

ot || £ @+ désigne la borne supérieure de la valenr ahsolue des nombres £ % +9 (1)
lorsque x décrit le segment [0, 1].

3o Etablir, pour une fonction 2n + 2 fois continuement dérivable sur un
segment [a, b] et un enlier m supérieur ou égal & 2, la formule de calcul approché
de 'intégrale

m-1
Y b —-a N b —a
G = FURNUNE3) f(a +p —-m_-)
p=1

Y (- 1.1 b — *»
+ 2 (_(“13’);)_?_1(*_';_‘}) AfOPV(b) — far-1(q))

p—1

+ R,

ot Ja valear absolue du reste R; est majorée par
_ 2n 49
PRUTTRIN § e N Pt
(Zn -+ 2)! m
oit | £ D) est 1a borne supérienre de la valenr absolue des nombres £742) (1)
lorsque x déerit le =epgment [a, b).

4° Application numérigue. On considére la fonction y = 1/x sur Je segment
11, 2). L’entier n étant choisi égal 3 2, comment faut-il choisir le nombre m d'inter-
valles du partage pour que le reste R, soit inférieur 4 107° en valeur absolue ?

Donner une expression d’un nombre rationnel qui approche Log (2) & 10-*
pros.
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10 Soit m un entier naturel et 1 un entier supérienr ou égal A 1.

Frablir Pégalité -

| o @mo 1)
S Qs cos@rmt) de = (= )G

20 Donner une expression intégrale de la somme partielle

n=N

\ 1
“’d nim+ 2
n=1

3o Montrer que la fonction définie sur Vintervalle ouvert ]0,1[ par

{,’(‘) = Q,m+,(.1')/Sl"(TC A’)
est Ja restriction d'ume fonction continuement dérivable sur Uintervalle fermé

[0, 1.

42 Achever le (‘:lk'ul, your tout cntier naturel m, de fa somme de 1a série de
!
terine général 4fnm+ 2,




