MP*2-2018/2019 Correction du DTL 08 (Lyon-Cachan-1993)

Partie 7
Décomposition d’une application linéaire en différence d’application linéaires positives

Commencgons par remarquer qu’une application linéaire T' , définie sur F, est positive si et seulement si

f=9=T(f) = T(g).

Le cas g = 0 montrer que la condition est nécessaire, la remarque f > g = f —g > 0 et le linéarité de T" montre
que la condition est suffisante.

I.1) Soit T une forme linéaire positive sur E. Soit f dans E.
=[lfllocl < f < N1l
donc, puisque T est positive don croissante
=[IfllecT(1) < T(f) < [IfllocT (1),

et par conséquent
TN < [[flloT(1)

ce qui prouve que 1" est oo-continue.

1.2) 1l existe M tel que T(f) < M| f||lo pour tout f de E, en particulier si f est dans ETet g dans E avec
0<g< falors [[g]lec < || f]loo, puis

T(g) < [T(g)| < Ml|gllcc < M][f]lco,

et par conséquent
TH(f) < Mlfllse < +infty.

1.3)
a) Sia=0alors TT(af) =0=aT*(f), avec la convention 0co = 0 le cas échéant. Si o > 0

1
0<g<af = 0<—<f

ag
= T(g) <TH()
= LT(g) <TH(f)

En passant & la borne supérieure

Puis, en remplacant f par af,
1 1
TH(f) =T (-af) < —T*(af),
e e

soit
aT™*(f) < TH(af).

L’est deux inégalités donnent 1’égalité.



b) Toutes les fonctions considérée sont des éléments de E. Montrons que

A={0<h< f+g}={h1+hy0<hy f,0< hy <g}=DB.

L’inclusion B C A est évidente, montrons A C B.
Soit h dans B, posons hy = inf(f, h), soit h(z) = min(h(z), f(z), puls ho = f+g—hi.
On a clairement 0 < hy < f, en suite si hy(2) = h(z) alors he(z) = g(z)+(f(2) —h(z)) donc ha(x) > 0 car
h < f4get ha(z) < g(x) car f(x)—h(z) <0, sihi(z) = f(x), alors ha(z) = g(x), donc 0 < ha(z) < g(x).
Comme de plus h = hy + ho, on a bien h € B.

q.e.d.
Pour conclure

};4 };B 0<h1<f,0<ha<g

sup T(h1)+ sup T(h) =TT f+T"g.
0<h1<f 0<h2<g

a) Si f>0alors f = f* et TT(f) =T"(f*) > 0. Remarquons que I’énoncé¢ considére comme évident que

T+ définie sur ET est a valeurs positives, ce que nous utilisons ici. Cela résulte de ce que pour tout f de
Et,0<g=0< fdonc T (f)>T(g9) =0.
La difficulté est de prouver que T est linéaire, pour une fois!

b) — Soit a dans R et f dans E.

L5)

— Sia=0,TH(af)=0=aT*(f).

— Sia>0, (af)" =aff, (af)” =af . Donc T (af) =Tt (aft) =T+ (af ). En utilisant 7.3.a)
on obtient immédiatement T+ (o f) = T (f).

— Sia <0 (af)t = (—a)f, (af)” = (—a)f", avec (—a) > 0. En utilisant 7.3.a) on obtient
immédiatement T (af) = T (f).

— Si(f,g) € E? dune part f+g=(f+g)" = (f+9), et dautre part f+g=f" - f~ +g7 —g~.
Il en résulte
(f+a)"+f +g =(f+9) +f +g"

Toutes les fonctions apparaissant dans 1’égalité précédentes sont dans ET, on peut donc appliquer

1.3.b) et

TH(f+ )T+ T (f)+THg ) =T ((f+9)7 ) +TT(f) +T"(g"),
puis

TH((f+9)") —T((f+9)7) =T (fN) =TT ) +T(g") - T (97),
c’est-a-dire

TH(f+9)=T"(f)+T*(g).

Si p(z9) < 0 pour un zo de I = [0,1] alors puisque ¢ est continue sur sur [ il existe n > 0 tel que pour

tout & de I N [xg —n,zo + 1] on ait p(z) < “’(zo . Choisissons maintenant une fonction f continue positive et
non-identiquement nulle dont le support est contenu dans IN[xzo—n,zo+ 7], par exemple une fonction chapeau,
alors T,,(f) < 0. Donc, par contraposée, si T, est positive alors ¢ positive. la réciproque est totalement claire.

De plus

Vi€ E |To(f)l < lello 1flloo

et T, est donc bien co-continue.

1.6)

a) Soit f dans E*, puis g dans F, 0 < g < f.

T,(g) = / o)) dz < / o(@)p*i(x) da,

cette derniére inégalité étant justifiée car g > 0 et ¢ < ™1,



Ensuite, puisque o™ >0et g < f )
Tolo) < [ J@)t @),
dont découle , par passage a la borne supérieur
T*(f) < Tpr ().

b) Montrons tout d’abord, comme nous le suggére 1'énoncé que (p,)n>1 converge uniformément vers ¢

sur [0, 1].
— Si p(z) <0 alors ¢, (z) — o™ (x) = 0.
— Sip(z) >0 ,
_ (@)  p(x)
donc

Par conséquent ||¢* — ¢p oo < L et (¢n)n>1 converge uniformément vers ¢t sur [0, 1].

q.e.d.
[0,1] est un segment, f est bornée sur ce segment, donc ( fﬁpn)nzl converge uniformément vers fo™ sur
le segment [0, 1], donc :

1

/O<p+(x)f(w)dw = lim [ en(0)f(@)de

n—-+o0o 0

= lim €T
A f) PO @ T

1

1
/Osﬁ(x)f(x)dx =l [ p(e)ga(e)de

n—-+4oo 0

! o (z)
)

Or0<g, < f, donc fol o(x)gn(z) dr < TF(f) et par passage a la limite

TAP+(f) < T:(f)

¢) On déduit de a) et b) que T+ (f) = T,f(f) pour tout f de E*. Or pour tout f de E T} (f) < +oo car
T, est co-continue. On peut donc définir T;r sur F, avec, pour tout f de E :
_ + -
TI(f) = TSN -TJ(f)
= Tgo* (f+) - Tga* (f_)
TI(f) = Tu(f)

q.e.d.



