Centrale 2010. Option MP. Mathématiques I.I

Corrigé pour serveur UPS par JL. Lamard (jean-louis.lamard@prepas.org)
Partie 1. Préliminaires géométriques.

A.1) Solution “géométrique” :

abe est par définition ’enveloppe convexe de {A, B,C} c’est & dire le “triangle plein” au sens géométrique
(éventuellement dégénéré en un segment) ABC' avec A (resp. B, C) les points d’affixe a (resp. b, ¢).

Si on désigne par I, J, K les points d’affixe respectives 1, i et —1 alors 7y est le triangle KOJ, 7 le triangle
10J et 7 le triangle K JI donc on a bien 7 =19 U 7. [
Solution “calculatoire” :

Soit (a, 8,7) € K.

Onaa.(-1)+p.0+7.i=(a+ g)(—l) + g.l + 7.0 et (a+
On prouve de méme que 73 C 7 et donc que 1o UTy C 7.
Réciproquement soit z = a.(—1)+8.1+~ie€7.Sia > Ponaz=(a—03).(—1)+28.0+~.i ce qui prouve que
z € 1 et sinon z = (8 — @).1 4+ 2.0 + +.i donc z € 7.

En conclusion r=muUm. O

,v) € K donc 79 C 7.

)

D
D

A.2) Cf solution “géométrique” ci-dessus.

A.3.a) Notons s la réflexion définie par 1’énoncé et s’ celle par rapport a la parallele & 'axe 2’z passant par a
également. On a alors so s’ = r ol r est la rotation de centre a et d’angle 20 donc s = ros’. Or on a clairement
r(z) —a=e*"(z—a)et s'(z) —a=z—adouz —a=s(z) —a=e*(s'(z) —a) =e*(z —a). O

A.3.b)Clairement 2z’ —a = p(z —a) O

A.3.c)e On constate immédiatement que —1 est point fixe (unique par un calcul immédiat) de ¢y et que en notant

do(z) =2 onaz +1= I;Z(E—i— 1) = %e”/‘l(z—i—l).

Donc, dapres les deux questions précédentes, ¢g = sg o hg = hg o sg avec hg ’homothétie de centre —1 et de

rapport 7 et sg la réflexion par rapport a la droite passant par —1 et d’angle polaire g 0
Unicité : soit une telle décomposition h’'os’. Comme —1 est I'unique point fixe de ¢y on a que —1 est le centre de
h' et donc (avec des notations claires) 2’ +1 = pe??(z + 1) = %e”/‘l(z + 1) pour tout z donc pe??¥ = %e”/‘l

donc (puisque p > 0) p = % et 0 = g ce qui prouve l'unicité de la décomposition. [

1—1

e De méme 1 est I'unique point fixe de ¢; qui se traduit par 2z’ — 1 = (z—1)donc ¢1 =hiosy =s10h

avec h; I’homothétie de centre 1 et de rapport % et s1 la réflexion par rapport a la droite passant 1 et d’angle

polaire e L’unicité de cette décomposition se prouve comme précédemment. [

A.4) Si f est une application affine, comme elle conserve le barycentre, on a que I'image du triangle plein abe est le
triangle plein a’b’c’ avec o’ = f(a), ...
En particulier avec ¢g et ¢1 et ainsi on constate que ¢o(7) = 70 et ¢1(7) =7. O

B.1.a) Soit f I'application de R?® dans R définie par f(a, 3,v) = a + 3+ 7. Elle est continue de sorte que f~1{1} est
un fermé de R?. Donc K = f~1{1} N[0, 1] également en tant qu’intersection de deux fermés.
En outre K est borné car inclus dans [0, 1]> donc compact en tant que fermé borné en dimension finie. [J

B.1.b)Si v = (u1,uz,u3) € K et v = (v1,v2,v3) € K et si t € [0,1] alors w = tu + (1 — t)v = (w1, wa, w3) avec
w; = tu; + (1 —t)v; de sorte que w; = 0 et wy +we +w3 = t(ug +us+uz)+ (1 —t)(v1+vetuv3)=t+(1—-t)=1
et ainsi w € K donc K est convexe. [

B.1.c) Soit (a, b, c) fixé dans C? et soit F' I'application de R?® dans C' définie par F(«, 3,7) = aa + b+ yc.

F est continue donc abe = F (K) est compact en tant qu’image continue d’un compact.
Par ailleurs F' est linéaire donc F(K) est convexe (image d’un convexe par une application affine).

En conclusion abc est un compact convexe de C. [
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B.1.d)L’application d de C? dans R définie par d(z1, 22) —— |21 — 22| est continue (composée de (21, 22) — 21 —22 = 2

qui est linéaire donc continue car espace de départ de dimension finie par lapplication z — |z| qui est 1-
—~2
lipschitzienne). Par ailleurs abc est un compact de C? en tant que produit de deux compacts. Donc 'application

—~2 —
d est bornée sur abc et y atteint sa borne supérieure. D’ou l'existence de d(abc). O

B.2.a) Notons M = max(|z — al, |z — b|, |z — ¢|) et soit 2’ = aa + b+ yc € abe.

Il vient par inégalité triangulaire et du fait que «, § et v sont positifs :
|z=Z|<alz—al+Blz bl +7lz - < (a+ B+7)M =M
Donc sup{|z — 2’| / 2’ € abc} < M et I'inégalité inverse résulte du fait que a, b et ¢ appartiennent a abe. O

B.2.b)Soit (21, 22) € abe tel que |21 — 22| = (5(a/b\c) dont Dexistence est assurée par B.1.d)

B.3)

1)
2)

3)

4.a)

On a alors |21 — 22| = max{|z1 — 2| / 7’ € a/b\c} = max(|z1 — al, |21 — b|, |71 — ¢|) ce qui prouve qu’on peut
toujours choisir zo parmi a, b ou c. De méme pour z; vu le symétrie des roles joués par z; et zs.

Ainsi 5(a/b\c) =max(la—b|,|b—¢|,|c—a|]) O

Pour i = 0 ou 1 on a ¢;(r) C 7 d’apres la question I.A.4) donc ¢y, ,(7) C 7 pour tout n donc en composant
par ¢, o ¢p, 0 ...0¢, il vient 7,41 C Tp.
Par ailleurs toujours par la question I.A.4), 7,, est un triangle plein dont le diametre est, d’apres les questions

A3.c) et B.2.b), d, = %

Soit la suite (a,) définie par a,, = ¢, © ¢, 0 ... 0 ¢, (1). Naturellement a,, € 7,,. Ainsi |a, — an-1| < dpn-1
puisque 7, C T,,—1. Comme la série géomérique > d,, converge, la série > (a, — an—1) converge absolument donc
converge et ainsi la suite (a,) converge vers une limite notée a.

Soit un entier k£ > 1 fixé quelconque. Pour n > k on a que a, € 7, C 7% donc a € 7, = 7}, puisque 75, est un
triangle plein donc est fermé par la question B.1.c) . Ainsi a € [ 7.

k>1
Soit désormais b € () Tx. Alors (a,b) € 7,, donc |a — b| < d,, pour tout entier n donc a = b.
E>1
Ainsi (] Tk est bien réduit & un seul point appartenant & 7. O

k>1
Partie II. Construction de ’application f.

fo(x) = 2z — 1 de maniere immédiate. O

Soit g € £. 11 vient :
o Tg(0) = ¢0(9(0)) = do(—1) = =1 et Tig(1) = ¢1(g(1)) = ¢1(1) = 1

e Par composition d’applications continues, les restrictions de T'g a [O, %} et a ] %, 1] sont, continues.
. . . 1 _
En outre xilln/lﬁ Tg(x) = hli%g ¢1(9(2h)) = ¢1(9(0)) = g1 (1) =i et T9(§) = ¢o(g(1)) = do(1) =1

ce qui prouve que T'g est bien continue en % et donc sur [0, 1].
e En conclusion T'g € € pour tout g € £. O
1 1l —F = ——= 1
Si e[o,—} Tgo(a) — T — — _[2(27) — 1 (22)| = —=|g2(22) — g1 (22)].
e 0.5] ona |Tou(e) ~ T )] = 5[0 08| = olaa(22) — 20
Donc  Sup ‘ng(x) —Tq (3:)‘ _ 1 llg2 — 91]loo puisque 2z parcourt [0, 1] lorsque = parcourt [O, l}
z€[0,1/2] NG 2

De méme Sup |Tga(z) — Tgi(z)| = L||92 — g1]leo car 2z — 1 parcourt [0, 1] lorsque x parcourt P, 1]
2€[1/2,1] V2 2

Ainsi | Tg2 — Torl|| = O

— g2 — g1ll.
V2
Pour n et p entiers positifs quelconques, on a compte tenu de ce qui précede :

[ frtp — falloo < (%)anp — folloo et
1o = follow < 1o = Fo-llow + - + 1 = folloo < ((%)“ () 1) 11 = follo

done ey = full < (75)" % = foll < ()" % o2 %~ Soloo =2

ou g, est une quantité indépendante de p et tendant vers 0 lorsque n — +oo.
Cela prouve que la suite (f,,) satisfait au critere de Cauchy de convergence uniforme et donc converge uni-
formément sur [0, 1] vers une fonction f.
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4.b)

4.c)

En outre comme les fonctions f,, sont des éléments de &, les fonctions f,, sont continues donc f également par
théoreéme de récupération uniforme de la continuité. Par ailleurs f(0) = lim f,(0) = —1 car f,(0) = —1 pour
tout entier n et de méme f(1) = 1. e

En conclusion la suite (f,,) converge uniformément sur [0, 1] vers une fonction f € £. O

D’apres la question 11.3), T est une application de £ dans lui-méme lipschitzienne donc continue pour la norme
uniforme sur [0, 1].

Comme la suite (f,,) converge pour cette norme vers f, il en découle que T'f,, converge vers T'f.

En passant a la limite (uniforme) dans T'f,, = fp4+1 il vient donc T'f = f. O

On établit par récurrence la propriété H,, : « fn(z) = —fr(1 —2) Va €0,1]»
On commence par remarquer que par symétrie de la relation par rapport a 3 il suffit de la vérifier pour

1
c 0,—]
refo.]
Ho est vraie car fo(x) = 2z — 1.

s . . 1
Supposons la propriété vraie jusqu’au rang n. Il vient alors pour = € [0, 5} :

el =2) = Th(1 =) = o (f20-2-1)) = =01 (a1 -20)) =
1—-
2

;i (1—2x)—

(2z) — 1% par hypothese de récurrence. Donc

~Frril—2) = @ = 00(fa(20)) = Tfu(@) = fura (@)
Ainsi la propriété Hn est bien etabhe pour tout entier n et par passage a la limite simple on obtient bien :

fley==f(1—2) Vvzel0,1]. O

1—|—z
Fn(22) +

Soit v 'arc paramétré t — f(t) pour ¢ € [0, 1]. La partie correspondant & ¢t > 1/2 se déduit de la partie t < 1/2
par réflexion par rapport a 'axe des y. 0O

Partie III. Propriétés de f.

III.A - Image de f

A.1.a)Immédiat car 0 < In < 2% pour tout n > 1. 0O

271

A.1.b)On prouve la relation demandée par récurrence sur p.

“+o00
. Pourpzlonaxlzzr;;tl 22;:‘:;: (x—/r—l):2x_rl'
n=1

Or si r; = 1 on a nécessairement x > 1/2 de sorte que ¢y, (f( )) =¢ (f(2:1: - 1)) = Tf(x)= f(z) (CfI1.4.b)
De méme si r; = 0 alors z = Jrzo:o Jrf:o L_ l et ér, (f( )) = ¢0(f(2x)) rETf(:zc) = f(x)

n= 22
La relation est ainsi établie pour p = 1.

e Supposons la relation établie jusqu’au rang p — 1 avec p > 2.
On établit facilement comme ci-dessus que z, = 2x,_1 — rp et que si r, = 1 (resp. r, = 0) alors z,_1 > 1/2

(resp. < 1/2) donc que (dans les 2 cas) ¢, (f(a:p)) =Tf(zp—1) = f(zp—1) donc :

Gry © Ory.. . Or, (f(:vp)) = ¢ O Py O, (f(acp_l)) = f(x) par hypothése de récurrence.
e La relation proposée est donc bien établie pour tout entier p > 1. [

A.2.a) Par définition de la partie entiere on a 2"z — 1 < [2":10] < 2%z et 2(2”‘196 - 1) < 2[2"‘1:10] < 2"z donc

-1< [2":1:] — 2[2"’13:} < 2 et ainsi [2"3:} — 2[2"’133} € {0,1} puisqu’il s’agit d’un entier. O

n n—1
A.2.b)1l vient rnz(;v) = [2 x] — [2 x] pour n > 1 donc par télescopage :

on 2n—1
N oro(x 2Nz x 2N
§ - e o
N.. oN N 2N
Or 2 ;CN 1 < [QN‘T} < 22 N:v donc par le principe des gendarmes 1_1}111OO [ > Nx} =z.

, 12 (x)
En d’autres termes Y —gn =% Vee[0,1] O

n=1
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A.2.c)Soit x = 2£N € Z[%} avec 2N\ k = 1.

Pour n > N on a que 2"z et 2"~ 'z sont deux entiers donc ry,(z) = [2"z] — 2[2""'z] =0 O

A.2.d)e Pour z = % onari(z) =1cet r,(z) =0 pour n > 2. En d’autres termes x; = 0 donc par la question
. N I
IILA.1.b), il vient f(i) = ¢ (f(())) = ¢i(~1)=i. O
e Pour xz = i onary(x)=0,re(z)=1et ry(r) =0 pour n > 3. Donc z; = % et zo = 0 d’ow:
1 .
£(3) =900 61(F(0) = doo1(~1) = 4o(i) =0 O

e Avec les notations de I.A.3.c), on a ¢g = hgo sy = sgohg donc ¢go ¢y = hgohg c’est & dire ¢’est 'homothétie

de centre —1 et de rapport 7

Soit désormais x = 2% avec k > 3. Il vient ri(z) = 1 et r,(2) = 0 pour n # k de sorte que x =0, zj_1 = %,

Ik_QZ% ...etx :21@—171' Donc f(2ik) :¢Oo¢oo...¢oo¢1(f(0)) =g odpo...¢p (%)

k—1 fois k—1 fois
Si k est impair il en découle que f(2ik) =—-1+ 2(11:_71)1/2 puisque ¢ o ¢g o ...¢g est ’homothétie de centre -1
—_——
1\ (k—1)/2 k—1 fois
et de rapport (5) .
Si k est pai L 0)=-1 !
i k est pair 0naf(2—k) =¢oopgo...¢0(0) =— +W
k—2 fois
En conclusion f(Z%) =-1+ % Vn>1 et f(ﬁ) =—-1+ Z;l vn>0 O

A.3.a)Sizx € ]O, 1 [ N Z[%} on sait qu'il existe N > 1 tel que r,(x) = 0 pour n > N de sorte que (question ITI1.A.1.b)

F(x) = 6r, 0 by 0 ...quTN(f(O)) =y 0 Bry 0 ... 0 Pry(—1)

et comme T est stable par chaque ¢,, on a bien que f(x) € 7.

C’est naturellement encore vraisiz =0ouxz =1 (car f € £) et ainsi f ([0, 1] n Z[%]) cr O

+oo N
A.3.b)Soit = € [0,1] \Z[%] et > ;—Z son développement binaire (question III.A.2.b). Alors ( > In est une
n=1

n=1 2” ) NeN*

N
suite de Z E} qui converge vers x. Donc par continuité de f la suite (f( > ;—Z)) converge vers f(z).
n=1 NeN

Or cette suite est une suite d’éléments de 7 par la question précédente et donc sa limite f(z) également puisque
7 est un fermé. En conclusion finale f([0,1]) c 7. O

A.4.a)pg (resp. ¢1) est une bijection de 7 sur 7y (resp. 71 ). En effet ce sont deux bijections de C dans C et ¢;(7) = 7;

comme déja noté. Donc si 2,1 € 19 alors z,, = (bo_l(zn_l) est parfaitement défini et appartient bien a 7. De
méme si 2,1 € 79 alors z,_1 € 71 (car T = 79 U1 comme déja vu) et donc z, = gbl_l(zn,l) est bien défini et
appartient a 7.

Ainsi les suites (r,,) et (z,) sont définies (de maniére unique) par itération et z, € 7 pour tout entier n. [

A.4.b)Par construction de la suite (z,,) et de la suite (r,) on a z = ¢, 0 ¢p, 0 ... 0 P, (z,) pour tout n > 1.
Par ailleurs avec les notations du IIl.a.1.b) on a f(z) = ¢r, 0 Pry 0 ... 0 Py, (f(:z:n))

Il en découle que f(x) et z appartiennent tous deux & () 7, donc f(z) = z par la question .B.3). O

n>1
ooy N oy e 1 1
A.4.c) Comme un antécédent de z est »_ —-, il suffit de calculer 3 - avec N tel que >, — =% <¢
n=12" n=12" n=N+12" 2

D’otu 'algorithme suivant :
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prec <- 1/2
X <=0
Z <- z
Tant que (prec > epsilon) faire
Si (Re(Z) <= 0)
alors Z <- (1+I)*(conjugué(z)+(1+I)/2)
sinon Z <- (1-I)*(conjugué(z)+(-1+I)/2)
X <- X+prec
Fin si
prec <- prec/2
Fin tant que
-> X

A.5.a)On a vu que f(i) = 0 donc f(%) =-0=0= f(i) ce qui prouve que f n’est pas injective. O

A.5.b)Supposons qu’il existe une bijection continue g de J = [O, 1} sur 7.

1

e Alors g7+ est une application continue de 7 sur J.

En effet supposons g~ ! non continue. Alors il existe zg € 7, une suite (2n)n>1 d’éléments de 7 et un réel o > 0
tels que la suite (z,,) converge vers zg et |g71(z,) — g7 1(20)| = « pour tout n > 1. Notons x, = g~ 1(2,). La
suite (2, )n>1 en tant que suite du compact J admet une suite extraite (y,,) avec y, = Ty(n) qui converge vers
un élément noté yg de J. Or comme g est continue sur J donc en yo on a que la suite (g(yn)) converge vers
9(yo). Mais par ailleurs g(y,) = g(g_l(zg,(n))) = 2,(n) CONvVerge vers 2o en tant que suite extraite de la suite
(2n) qui converge vers zg. Il en découle que g(yo) = 2o donc que yo = g~ *(20).

Mais alors |yn — yo| = |97 (2p(n)) — 9~ ' (20)] = @ pour tout n > 1 ce qui en contradiction avec le fait que la
suite (y,) converge vers yq.

e Il existe au moins un sommet de 7 que nous noterons a différent de g(0) et de g(1) en d’autres termes tel
que g~'(a) = s € ]0,1[. La restriction h de g=! & 7/ = 7\ {a} est continue sur 7/ (en tant que restriction de
DEF
I'application continue g=1) et 7/ est encore convexe donc a fortiori connexe par arcs. Or h(7') = J \ {s} non

[e]
connexe par arcs puisque s € J. Ce qui fournit la contradiction finale. O

A.6.a) On a déja noté géométriquement (grace a la question 1.A.3.c) que ¢g o ¢g est ’homothétie de centre —1 et de

rapport B donc s’écrit z — 5(,2 —1).

On prouve exactement de méme que ¢ 0¢; est 'homothétie de centre 1 et de rapport % qui s’écrit z — %(z—l—l).

—14 27

Il vient par un calcul immédiat que ¢g o p1(2) = Lz 4+ 1). Donc a = est point fixe et il s’agit de la
2

- . 1
similitude directe de centre a, de rapport 3 et d’angle g

1+

De méme ¢; o ¢g(z) = —%(z — 1) et il s’agit de la similitude directe de centre b = Tm’ de rapport % et

d’angle —g. (|

A.6.b)Premiere démonstration :

¢o et ¢1 sont des applications affines dont ’application linéaire associée multiplie les normes par —= donc

1
I’application linéaire associée a ¢ les multiplie par .
(V2)r

Il en découle que 1 n’est pas valeur propre donc

classiquement ¢ admet un point fixe et un seul. [

Deuxieme démonstration :

¢ est une application contractante de C dans lui-méme et C est complet. D’ol la conclusion par le théoreme du
point fixe. O

A.6.c) Soit x le réel de développement dyadique périodique 0,7r172...7pr172. . . 7pr1T2. .. Tp. . ..

Alors x = z, et la relation fondamentale du IIL.A.1.b) s’écrit f(x) = gb(f(x)) ce qui prouve que f(x) est un
(donc le) point fixe de ¢. O
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A.6.d)Soit zg € T, £ > 0 donné quelconque et xy € [0, 1] tel que f(xg) = 2o (licite puisque on a vu que f est surjective
de [0,1] sur 7)
Comme f est continue il existe « > 0 tel que |z — zo| < « (et = € [0,1]) implique |f(z) — f(zo)| < e

Soient alors 0,7172...7,... le développement dyadique de xg, p tel que 2—1p < a et x le réel de développement

dyadique périodique x = 0,7m172...7pr172. . .TpT1T2. .. Tp. ...
Alors f(z) est point fixe de ¢1 0 a0 ... 0¢, et |f(x) — f(xo)| = |f(x) — 20| <e O

IT1.B - Dérivabilité de f

B.1) Supposons f dérivable en x € [0,1] (pas forcément sur [0,1)). Alors elle y admet un développement limité &
Vordre 1 qui s’écrit f(y) = f(z) + (y — z) f'(z) + (y — x)e(y — x) avec }iné e(t) = 0.

f(ﬁg) : i:(an) — f(z) + & avec e/, — (Bn — x)e(Bn —;) : Eyozn —x)e(an — x)'

Notons &, = max (|£(ﬁn — ), |le(an — :v)|) Alors lim &, =0et:

n—-4o0o
(Bn = 2)n + (@ = an)en (car o, < © < fBp) donc |el,| < &, et ainsi lim &, =0. O
Bn — an N— 400

Donc

lenl <

B.2.a) Soit z € [0, 1] de développement dyadique & = 0,7172...7,.... On envisage les 2 suites () et (5,,) de dévelop-
pements dyadiques o, = 0,717r2...7,000... et 5, = 0,r17r3...r,111... de sorte que ’on se trouve bien dans les

. . L 1
conditions de la question précédente (o, < x < By, et B — ay, = 2—n)
Notons ¢ = ¢, o drao... 0 ¢, .

La relation fondamentale III.A.1.b) fournit f(ay,) = qS(f(O)) =¢(=1) et f(Bn) = qS(f(l)) =¢(1)
Ainsi w =2" ((;5(1) - (;5(—1)) dont le module tend vers +oo car ¢ est une bijection affine donc en

n — Qn
particulier est injective donc ¢(1) — ¢(—1) # 0.
La question précédente montre alors que f n’est pas dérivable en x. O

B.2.b)Si f était dérivable (& gauche) en 1, en vertu de la relation f(z) = —f(1 — ), elle serait dérivable (& droite)
en 0 ce qui n’est pas par la question précédente. [

FIN
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