MP*2 2018/2019 Feuille d’exercices 18
Probabilités

Exercice 1:
1) Soit £ un ensemble quelconque contenant un ensemble dénombrable €. Si (py,)weq, est une famille sommable de réels

positifs dont la somme est 1 alors
P : P —- R

A = ZweAﬁQl Do

est une probabilité sur (€, P(Q2)).
2) En déduire une probabilité sur ([0, 1], P(]0, 1]) telle que pour tout intervalle I non vide et non réduit & un point P(I) > 0.

Exercice 2: La probabilité qu’'un étudiant de classe préparatoire connaissant son cours réussisse le concours = est p,
la probabilité qu'un étudiant ne connaissant pas son cours réussisse le méme concours est ¢. La proportion d’étudiants
connaissant leur cours est r. Quelle est la probabilité pour qu’un étudiant ayant réussi le concours x connaisse son cours ?

Exercice 3: Soit (2, A, P) un espace probabilisé et (A,,),>0 une suite d’événements.
1) Montrer que

ﬂ U Ap =) Jim sup A4,,
neN \p>n n—+o0

est dans A.
2) Quelle est I'interprétation de : « w € limsup,, , , Ap »?
3) Montrer que si ), -, P(A,) converge alors P (limsup A,) = 0. On suppose maintenant la suite (A, ),>o formée d’éve-

nements indépendants.
4) Montrer que si ) ., P(A,) diverge alors P (limsup A,) = 1.
Indication : Passer au complémentaire.

Exercice 4: Soit X et Y deux variables aléatoires. On suppose que Y suit une loi de Poisson de paramétre A dans R**
et qu'il existe p dans [0, 1] telle que la loi conditionnelle de X sachant Y = m est une loi binomiale de paramétre (m,p).
Donner la loi de X.

Exercice 5: Soit A et B deux variables aléatoires a valeurs dans N telles que :

—1

e
V(i,j)eN? P(A=i,B=j)=C——-—"—.
(4,7) ( 7) a2
1) Déterminer la constante C.
2) Déterminer la loi, 'espérance de A. Les variables A et B sont-elles indépendantes ?
3) Montrer que pour n > 23, ’événement 5A + 7B = n n’est pas négligeable.
4) Généraliser.

Exercice 6: Un panier contient r pommes rouges et v pommes vertes. On mange les pommes une par une & chaque étape.
On s’arréte lorsqu’il ne reste que des pommes rouges dans le panier (note!). Quelle est la probabilité qu’on ait mangé toutes
les pommes ?

Exercice 7: Lors d’une élection, 700 électeurs votent pour A et 300 pour B. quelle est la probabilité que, pendant le
dépouillement, A soit toujours strictement en téte ?

Exercice 8: Soit I une partie de N. On note N¥) ensemble des familles presque nulles d’entiers indexées par I. Pour
une partie X de N) on note Ar(X) ={a € NN; 3z € X, Vi € I a; = 2;}, et

Ar = {A;(X); X € P(ND)Y},
1) Montrer que A; est une tribu sur NN,

2) Etant donné deux parties ITet J de N, montrer Ajny = Ay N Aj.
3) Etant donné deux parties Iet J de N, montrer Ay  est la tribu engendrée par A; U A;.

1. Essayez dans une soirée, les gens s’arréteront quand il ne restera plus que des pommes vertes, ou des pistaches fermées.



