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I

Notation : Soit (V, E) un graphe et € V, on notera E(z) ={y € V | (z,y) € E} 'ensemble
des voisins d’'un sommet x dans le graphe.

1. Montrer que Ty est un endomorphisme symétrique de R" est que pour tout f €
RY, ga(f) =
L’application T est un endomorphisme de R de maniére claire. Montrons qu’il est symétrique.
En effet, pour tout f,g € RY,

<Tofg> = 3 (Tef)(@)g(x)

= > > (f v))-.9(x)
z€V yeE(x)

= Y flg@) - > fwy)
(zy)el (xy)EE

Comme le graphe est non orienté (c’est-a-dire que si (z,y) € E alors (y,z) € E),

S @ = 3 ) f).

(z,y)EE (z,y)EE
On en déduit que
<Tafg>= Y g@)f(x)— Y gy =< [f,Tcg > .
(z,y)el (z,y)EE

On a bien montré que ’TG est symétrique ‘

Maintenant,
C Y U@ T = 5 Y @y Y 0 Y f@)fw)
(z,y)EE (z,y)EE (z,y)EE (z,y)EE

— Z f(z Z f(z)f(y) car si (z,y) € E alors (y,x) € E

(z,y)eE (z,y)eE

= <Tuf,f>=q(f).

2.a Montrer que pour tout f € RV on a : ¢5(f) =



n

Soit f € RY de la forme f = Z fi€i ot (€;)icp,n] €st une base orthonormée de vecteurs propres
i=1

de TG,

go(f) =< Tof, f >= ZZﬁf]<TGez,e]> szzfjuez,ep ZAF

=1 j5=1 =1 j=1
car la base (e;)icqi,n] est orthonormée.

En particulier, si on applique cela & ey, on obtient gg(e1) = A1 or gg ne prend que des valeurs

positives d’aprés la formule obtenue en 1. donc .

2.b Montrer que pour tout k€ {1,...,n} A\, = inf qe(f)
feFLNS
Soit k € [I,n] et f € Fpy N S. La fonction f admet donc une décomposition de la forme

f= Zfiei. Dés lors,
i=k

£) =2 NfEE N = M =
=k i=k

car pour tout i > k, \; > \z. On en déduit que A\;, est un minorant de Pensemble {qq(f) | f €
Fr, N S}. Maintenant, dans le cas de la fonction e, € Fr NS, on trouve gg(ex) = A donc

A = inf qe(f) |

feF,NS

De plus, pour tout f € Fy,

e Si f=0alors go(f)=02>0

e Si f # 0, on peut poser u = € Fr, N S. D’aprés ce qui précede, go(u) > A et donc

HfH
a6 (f) =< IflITew, | fllu >= || fI*qa(w) = Al fII*.

2.c Montrer que pour tout k£ € {1,...,n} \y = sup ( inf qG(f))
Wewy Fewns

Soit k € [1,n]. L’espace vectoriel Fj, est de dimension n — (k — 1) = n — k + 1. Pour tout
W e W,, d’apres la formule de Grassman,

dim(W N Fy) = dim F + dim W —dim(F 4+ W) > (n—k+1)+k—n=1

car '+ W C V et donc dim(F + W) < n. On en déduit qu’il existe un vecteur fy non nul
dans W N F}, que 'on peut méme supposer unitaire. De ce fait sup qg(f) > qa(fo) > Mg car
fewns

fo € Fy.

Ceci étant vrai pour tout W € W, on en déduit que

A < inf (sup QG(f))-

WeWg \ fewns

k
Cependant, pour Wy = Re; + - - - + Reg qui est de dimension k et f = Z fiei e WonN S,
i=1



de maniére similaire & 2.b. On en déduit alors que sup qg(f) < Ax et donc que
feWpns

A = inf ( sup qu).
WeWr \ fewns (/)
Remarque : C’est le théoreme de Courant-Fischer.
3.a Montrer que le noyau de T est engendré par la fonction constante égale a 1.

On veut montrer que si G est connexe alors ker T est constitué des fonctions constantes.

e On remarque pour commencer que si f est constante alors T f est la fonction nulle de
maniere évidente.

e Réciproquement, soit f telle que T f = 0, on a alors en particulier que gg(f) = 0 et
donc que pour tout (z,y) € V2 si (z,y) € E alors f(z) — f(y) =0 et donc f(z) = f(y).
Maintenant soit x et y deux sommets du graphe, comme G est connexe, il existe un
chemin (;);cpor) avec 9 = , x;, = y. D’aprés ce qui précéde, pour tout i € [0,k — 1],
f(z;) = f(zi11) car (x;,z,41) est une aréte du graphe et donc f(z) = f(y). La fonction
est bien une fonction constante.

3.b Calculer )\; et montrer ’inégalité )\, > 0.
On vient de voir que T a un noyau non trivial de dimension 1 donc \; =0 et Ay > 0.
4.a Montrer que toutes les valeurs propres de 75 sont inférieures a 2dg.

Soit A une valeur propre de Ty et f un vecteur propre (non nul) associé & f. On considére
xz €V tel que |f(x)| soit maximal.

M@= (TehH@)] = | Y (fl@) = f©)

yEE(x)

< D @I+ 1fW)
yEE(x)

< ) 20f(@)] car [f(y)] < [f(x)
yeE(x)

< 2dg|f(x)| car |E(z)| < dg par définition

Comme |f(z)| # 0, on obtient A < |A| < 2dg.
4.b Montrer que si GG est biparti et régulier alors 2d; est valeur propre de T¢.

On suppose que G est biparti et régulier et on note A, B deux parties de V telles que AU B =
V,ANB=0et EC(AX B)U(B x A). Si on considére la fonction f définie par

Fraes 1 size A
- ~1 sizeB

Pour z € A,

(Tef)(x) = ) (f(x) Z 1—(-1) = 2dg

yEE(x) yeEE(z

car E(x) C B et que |E(z)| = dg. De méme, pour z € B, (TGf)(x) = —2dg. Finalement f est
un vecteur propre associé a la valeur propre 2dg.

4.c Prouver que si 2d; est valeur propre de 7T alors GG est régulier et biparti.



On suppose réciproquement que 2dg est une valeur propre de T, Soit f un vecteur propre
(non nul) associé a la valeur propre 2dg et xy € V tel que |f(xg)| soit maximal. On est donc
dans le cas d’égalité du calcul de 4.a ce qui permet d’affirmer successivement en remontant les
inégalités que |E(xo)| = dg, que pour tout y € E(xo), |f(zo)| = |f(y)| et que f(y) est du signe
opposé a celui de f(xg).
De ce fait, en utilisant que le graphe G est connexe et en considérant un chemin de z( vers
n’importe quel sommet y, on montre que |f| est constante sur le graphe et donc que tout ce
qui précéde s’applique a tout sommet du graphe.
En particulier, pour tout = de V, |E(z)| = dg donc le graphe est régulier.
Ensuite, en posant A={x €V | f(x) >0} et B={x €V | f(z) <0}, on abien AUB=V
et AN B = (. De plus si (x,y) € E alors f(x) et f(y) sont de signe opposés donc (z,y) €
Ax BUB x A. ’Le graphe est bien biparti ‘

5.a Montrer que pour tout k € {1,...,n}, N\, < \.
Soit G’ = (V, E') un graphe vérifiant £/ C E. Pour tout f € RV,

W) =5 ¥ (@ feP<y ¥ (@) -0 = a6

(z,y)ER’ (z,y)EE

De ce fait, en utilisant 2.c, on obtient pour tout k € [0, n]

&Zhﬂ<wP%U0§hﬂ(wP%UOZM

WeWr \ fewns WeWr \ fewns
5.b Calculer les valeurs propres de Tk,. En déduire que les valeurs propres de 7; sont
inférieures ou égales a |V|
Soit K, le graphe complet défini par V = [1,n] et E = {(i,j) € [1,n]* | i # j}. On cherche
les valeurs propres de Ty, .

Pour cela on exhibe la matrice de Tk, dans la base (f;)icpi,n] 011

. 1 sii=j
ﬁ”H{05u¢j
Pour tout i € [1,n] et tout k € [[1 n],
(T, fi) (k Z filk = filk) = fil
JEE(k J#k
Donc sii # k, (Tk, fi)(k) = —1 et sii= k:, (Tk, fi)(k) = (n—1).
La matrice de T, est donc
(n—1) -1 - -1
-1 (n—-1) -1 —nl, B
: -1
-1 e -1 (n—1)
oll B est la matrice de rang 1 ne comportant que des 1. En particulier, n est une valeur propre
de Tk, et l'espace propre associé est de dimension (n — 1) car B est de rang 1. La derniére

valeur propre de A est 0 car K, est connexe (3.a). Finalement |le spectre de Tk, est {0,n}|

Maintenant, tout graphe G = (V| E) est un sous-graphe du graphe complet K, a n = |V|
sommets (en définissant les sommets de K, comme les éléments de V' au lieu de [1,7n]). Done,
en utilisant 5.a, on obtient que toutes les valeurs propres de Ty sont inférieures ou égales a
n=|V|.



I1

1.a Montrer que A; est engendré par le cycle (123).

Notons ¢ = (123). On sait que Az = {Id, (123), (132)} = {c°, ¢!, *}. Ainsi tout élément de Aj3
est une puissance du cycle ¢, ce qui prouve que ce cycle engendre As.

1.b Montrer que A, est engendré par les éléments (123) et (12)(34).

Notons ¢ = (123) et b = (12)(34). Soit o un élément quelconque de A,. On définit o’ € A4 en
posant 0/ = o si 0(4) =4, 0’ =bo si 0(4) = 3, 0/ = beo si 0(4) =2 et 0/ = bc’0 sio(4) = 1.
Alors, dans tous les cas, 0/(4) = 4 donc ¢’ induit une permutation paire de ’ensemble {1, 2, 3}.
11 résulte alors de la question 1.a que ¢’ est une puissance de ¢. On peut donc écrire o comme
un produit de puissances de b et ¢. Ceci prouve que les éléments b et ¢ engendrent Ay.

1.c Montrer que A; est engendré par les éléments a = (12345) et b = (12)(34)

La seule difficulté de cette question (mais elle n’est pas mince) est d’écrire 1’élément ¢ = (123)
comme produit de puissances de a et b. On calcule ab = (135) et ba = (245). On trouve alors,
par conjugaison, (ba)(ab)(ba)™! = (132) puis [(ba)(ab)(ba)~']* = (123).

Soit alors o un élément quelconque de As. En posant o/ = a*o pour un entier k bien choisi, on
obtient ¢’ € Aj tel que ¢/(5) = 5. Alors ¢’ induit une permutation paire de {1,2,3,4} donc,
d’aprés la question 1.b, ¢’ peut s’écrire comme un produit de puissances de b et ¢. On obtient
alors 0 comme un produit de puissances de a, b et ¢, ¢’est-a-dire de a et b d’aprés 1’écriture de
¢ obtenu plus haut. Ainsi les éléments a et b engendrent As.

2.a Montrer que G est un graphe connexe et régulier.

Montrons d’abord la connexité. On note A = {a,a!,b}. Soient g et h des éléments de
V = As. On a g~'h € As donc, d’aprés la question 1.c, il existe des éléments uq,...,u; € A
tels que g~ 'h = uyuy...up,. Pour i € [0, k], notons z; = guy...u;. En particulier, zg = g, zx = h
et, pour i € [1,k], (z;_1) 'z; = u; € A. Les sommets (xo,...z;) forment donc un chemin de
longueur k£ dans le graphe G, qui relie les sommets g et h. Ainsi le graphe G est connexe.

La régularité est immédiate ; de chaque sommet g partent exactement trois arétes, qui le relient
aux sommets ga, ga~ ! et gb. Tous les sommets de G sont donc de valence 3.

2.b Montrer que L, est une isométrie de RV qui vérifie les identités...

Pour toute fonction f € RV, on a [|[Lyf[I* = 3" cu, F(g7'2)* =3, cn, f(y)? = [If]]?, en faisant
le changement de variable bijectif y = g~'x. Donc L, est une isométrie de 'espace euclidien
RY.

Pour g,h € A5, f e RV et v € A5, on a LyLyf(z) = Lpf(g7x) = f(h~ g7 z) = f((gh) 'z) =
Lghf<:L’>. Donc Lg @) Lh = Lgh-

Pour g € As, f € RV et x € Aj, on notera E(z) = {y € As| (z,y) € E}. On a LT f(z) =
Tef(g 'z) = > yeB(g-1a) [f(g7 ) — f(y)]. On fait le changement de variable bijectif z = gy, en
remarquant que, par définition des arétes dans le graphe G, on a y € E(g'z) & gy € E(x).
On obtient LT f(z) = ZzeE(x) [flg7 e) = flg7'2)] = ZZGE'(x) [Lgf(x) = Lo f(2)] = TaLyf ().
Donc Ly oTg =Tg o Ly.

2.c En déduire que toute valeur propre non nulle de 7; est de multiplicité au moins 3.
Soit A une valeur propre non nulle de I’endomorphisme T, et Ey C RY le sous-espace propre
associé. Comme les endomorphismes L, et T; commutent, on sait que, pour tout g € Aj,
I'isométrie L, stabilise le sous-espace propre Ey, et induit donc une isométrie L, de E). D’apres
la premiére identité de la question 2.b, application A5 — O(E)), g — L, est un morphisme
de groupes.

Raisonnons d’abord par ’absurde en supposant ce morphisme trivial, c’est-a-dire que, pour



tout f € E) et tout g € As;, ng = f. Alors on obtient f(g) = f/gf(g) = f(lg7'9) = f(1a,). La
fonction f est donc constante sur 'ensemble A; des sommets du graphe G. Mais alors, d’aprés
la question I-3.a, on obtient E\ C ker(7¢), et donc A = 0, ce qui contredit I'hypothése \ # 0.
Il existe donc g € Aj tel que f/g # Idg, .

La fin de la question se traiterail aisément si l'on savait que As est un groupe simple non
abélien. Mais il nous faut ici travailler «a la mainy.

Raisonnons de nouveau par 'absurde en supposant dim F, = 1. Alors, pour tout g € As,
Ly = +1dg,. Comme a® =1, on a (L,)® = Id donc L, = Id. De méme, comme (ab)® = 1
(on la calculé a la question 1.C), on a Ly, = Id. Mais alors L, = (Ea)*lf/ab = Id. Or les
éléments a et b engendrent le groupe As, donc le morphisme g — I:Q est trivial, ce qui contredit
le paragraphe précédent. Ainsi dim F) > 2.

Raisonnons encore par 1’absurde en supposant dim £, = 2. Pour tout g € As, notons {(g) =
det(ﬂ ). Par le méme raisonnement qu’au paragraphe précédent, le morphisme de groupe
0: As — {£1} est trivial. Donc, pour tout g € As, I'isométrie plane L est une rotation. En
particulier, les L, commutent. On calcule alors, d'une part, (La Lb) = (L 5)® = Liaps = Id car
(ab)® = 1. Et, d’autre part, (LoLy)® = (Ly)(Ly)® = LasLys = L, car a® = 1 et b2 = 1. Donc
L, = Id. En calculant (ZaLb) de deux facons différentes, on trouve alors L, = Id. Comme
précédemment, on en déduit que le morphisme g +— Eg est trivial, ce qui est une contradiction.
Ainsi dim Ey > 3.

3.a Montrer que, pour tout g € A;, I’espace F' est stable par p(g).
Montrer que la famille (p(g)),c4, engendre linéairement End(F).

Soit g € Ay et © = (x1,...,25) € F. Notons p(g)(x) = (y1,...,ys5). Alors les y; sont une
permutation des z;, donc S0 5 = 37 x; = 0 et p(g)(z) est dans F. Ceci prouve que F' est
stable par p(g).

L’action du groupe As sur l'espace F est la représentation de degré 4 «naturelley du groupe
As. Cette représentation étant absolument irréductible (¢’est-a-dire qu’elle reste irréductible si
on étend les scalaires a un corps algébriquement clos), un théoréme di & Burnside affirme que
limage du groupe As dans l'algébre End(F) engendre linéairement cetle algébre. 1l s’agit ici
de démontrer ce résultat dans un cas particulier. La solution que nous proposons est inspirée
de techniques de «moyennisationy classiques en théorie des représentations de groupes finis. 1l
était cependant possible de traiter cette question «a la mainy en écrivant matriciellement les
éléments p(a), p(b) et p(c) et en bricolant un peu...

Notons € = (ey, ..., e5) la base canonique de R°. Pour g € Aj; et i € [1, 5], on calcule p(g)(e;) =
eq(s)- Pour 4,7 € [1,5], notons A(i, j) = {g € As| g(i) = j}. L’ensemble A(4,j) contient 12
permutations et, si on choisit k # i et £ # j dans [1,5], exactement 3 éléments de A(3, j)
envoient k sur /.

Posons «;; = %deA(i,j) p(g). Alors on obtient «; j(e;) = e; et, pour k # i, o, j(ex) =
%122753 ep. Posons, pour i,j € [1,4], Bi; = aij — 5. Alors (;;(e;) = e; — es5 et, pour k # i,
Bijlex) = 1 Ze;ég €= Ze;es) € = (61 €s5).

Les 3;; sont des combinaisons linéaires des p(g) donc stabilisent le sous-espace F'. Notons Bw
'endomorphisme de F induit par 3; ;. Pour & € [1, 4], notons e; = e;—es, de sorte que (e}, ..., €})
est une base de F. D’apreés les calculs précédents, pour 4,7,k € [1,4], on a §; ;(e},) = géi’k e},
ol 0, est le symbole de Kronecker, valant 1 si¢ =k et 0sii # k.

On constate alors que les B” forment une base de End(F') ; & une constante prés, il s’agit de

la base de End(F') naturellement associée a la base (e, ...,€}) de F. Comme les 3, ; sont des
combinaisons linéaires des p(g), il suit que la famille (5(g))geca, engendre linéairement End(F).



3.b Déterminer a quelle condition sur ) € R il existe M € End(F) tel que...

Pour plus de clarté, on note f), la fonction que ’énoncé note f. Pour x € As, notons toujours
A={a,a ',b} et E(x)={y € As]| (z,y) € E} = {zu;u € A}. On calcule :

Tefu(@) =3 jepwliv(@) — fu(y)]l = 3fu(z) — fu(za) — fur(za™) — far(ab)

= 3tr(p(x) M) — tr(p(xa) M) — tr(p(xa=) M) — tr(p(zb) M)

= 3tr(Mp(x)) — tr(pla) Mp(x)) — tr(pla™)Mp(x)) — tr(p(b) M p(x)).

par les propriétés p(gh) = p(g)p(h) et tr(XY) = tr(YV X).

Finalement, en posant & = 31dr —p(a) — p(a™) — p(b), on trouve Tg far(x) = tr(aMp(z)).
Or, si on considére dans R® I'endomorphisme o = 31dgs —p(a) — p(a™') — p(b), on constate
que la matrice de a dans la base canonique (eq, ..., e5) est la matrice A proposée dans I’énoncé.
Cette matrice est symétrique donc « est diagonalisable dans une base orthonormale. De plus,
le noyau de « est, d’aprés sa matrice, la droite R(e; + ... + e5), ¢’est-a-dire 'orthogonal de F.
Donc les valeurs propre de 'endomorphisme induit @ € End(F') sont exactement les valeurs
propres non nulles de la matrice A, a savoir 2, 5 et %ﬁ

Raisonnons alors par équivalence, en supposant M # 0 et en notant (x) la proposition «fy; est
une fonction propre de T pour la valeur propre A».
(x) < pour tout x € Az, Tefu(x) — Afu(z) =0

< pour tout x € As, tr[(a@ — AN1dp)Mp(z)] =0

& pour tout X € End(F), tr[(@ — Adp)MX] =0 (car les p(z) engendrent End(F))

& (@—Aldp)M =0 (car X,Y — tr(XY) est un produit scalaire sur End(F'))

A est une valeur propre de &
{Hn(M) C ker(a — A1dp).

Ainsi, il existe M € End(F') tel que fj; soit un vecteur propre de T pour la valeur propre A
si, et seulement si, A € {2,5, %/ﬁ, %ﬁ}

3.c Montrer que chacune des valeurs propres de la question précédente est de multi-
plicité au moins 4.

Soit A une valeur propre de &. D’aprés le polynome caractéristique de la matrice A, \ est
une valeur propre simple. Comme F' est un espace vectoriel de dimension 4, le sous-espace
Endy C End(F) des endomorphismes M dont I'image est contenue dans ker(a — AIdg) est de
dimension 4. Or 'application M +— fy; est injective (car X, Y — tr(XY) est un produit scalaire
sur End(F) et les p(x) engendrent End(F), voir le raisonnement de la question précédente), et
envoie End, dans le sous-espace propre de Tg associé a la valeur propre A\. Donc ce dernier
sous-espace est de dimension au moins 4, et A est une valeur propre de Ty de multiplicité au
moins 4.

Remarquons qu’on a alors trouvé, en comptant les multiplicités, 17 valeurs propres de T qui
en compte 60 au total. Il reste donc du travail...



II1

1.a Montrer que B(A,0) = A et, si |[A| < 3|V], on a [B(A,1)] > (1 + Z—g)|A|
Pour z,y € V,on ad(z,y) =0 < x =y. Si A est une partie de V', on en déduit :
B(A,0)={zeV|IyecA dlz,y) =0} ={zreV]|Iyec A x=y} = A
On a bien sir A = B(A,0) C B(A,1). Par définition, les éléments de B(A,1) qui ne sont
pas dans A sont directement reliés a des éléments de A. On a donc une surjection ¢ : 0A —
B(A,1)\ A, (z,y) — y. Le nombre d’antécédents de y € B(A,1) \ A par la fonction ¢ est le

nombre de sommets de A auxquels y est directement reliés, qui est majoré par la valence de y,
donc par dg. Ainsi |0A| < dg(|B(A,1)| — |A]), c’est-a~dire |B(A, 1)| > |A| + %]&4].
Si, de plus, on suppose |A| < 5|V, alors [0A] > hg|A|, done |[B(A,1)| > (1 + Z—g)|A|
1.b En déduire I’inégalité Ag <
Soit A une partie de V. Pour tout k£ € N, d’aprés I'inégalité triangulaire de la question 0,

on a B(A,k+ 1) = B(B(A,k),1). De la question l.a, on déduit par récurrence sur k que
|B(A, k)| > min{(1 + 5)*A[, 3V},

Fixons maintenant k = | 22—, Pour w € V, on a [B({x}, k)| = min{(1 + 4)*, 3|V[}.

e Si [B({z}, k)| < 3|V|, alors d’aprés 1.b |B({z},k +1)] > (1 + Z—g)\B({x},kﬂ > (1+
Z—g)k“ > 2|V par définition de k.

e Si 1|V| < |B({z},k)| < |V], par connexité du graphe, il existe au moins un sommet hors
de B({x}, k) qui est reli¢ a un sommet de B({z}, k), donc |B({z}, k+1)| > |B({z}, k)| >
sV
2

o Enfin, si |B({z}, k)| = |V, alors |[B({z}, k+ 1)| = [B({z}, k)| = [V| > L[V|, car [V| > 0.

Pour x,y € V et k Dentier fixé plus haut, on obtient alors |B({z}, k+ 1) + |B({y},k+ 1)| >
HVI+ 2V = |V|. Les boules B({z},k+1) et B({y}, k+1) possédent donc au moins un point

d’intersection z, d’ou d(z,y) < d(z, z) +d(z,y) < 2k +2. Ainsi Ag < 2k+2 < % +2.

2.a Montrer que la fonction f est orthogonale au noyau de Ty et vérifie ¢o(f) =

Notons 1 € RY la fonction constante de valeur 1. On calcule : (1, f) = >, f(z) = |A]b+
|B| (—a) = ab—ba = 0. Donc f est orthogonale & ker T; = R1.

Remarquons que [0A| = |0B|. Pour (x,y) € AU IB, on a [f(x) — f(y)]* = (a + b)? et, pour
(r,y) € E\ (OAUIB), on a [f(z) — f(y)]?. On en déduit :

qa(f) = %Z(x,y)eE[f(x) — f(W)]? = 0A](a + D).
Par ailleurs, || f|2 = ¥,y f(2)? = [Ap? + |Bla? = ab(a + b), d'ot g(f) = 224 £
2.b En déduire I’inégalité \; < 2hg.

Avec les notations de la question I-2.b, on a Ay = infremns ga(f) = infrem\ oy qHGf—(HfQ)7 car la
fonction gg est homogéne de degré 2. Or lespace Fy est 'orthogonal de R1 = ker(7(;), donc la

fonction f de la question 2.a est dans F»\ {0}. On en déduit Ay < qﬁ}ﬁ? = (a+z)b‘8A| = ‘%‘ + kaf‘l
Le nombre hg est défini comme la borne inférieure d’un ensemble fini ; ¢’est donc un minimum.

1l existe une partie A de V telle que |A| < 3|V| et ||6;ﬁ| = hg. Soit B le complémentaire de A

dans V. Alors |B| > 3|V| > |A| et |0B] = |0A], donc ||a]§\ < % = hg.
194] | 18]
Ar

En appliquant & ces parties A et B 'inégalité Ay < on obtient alors Ay < 2h¢.



3.a Montrer l’inégalité S(f) < \/2daqc(f)||f||-
On munit 'ensemble R¥ du produit scalaire défini par (p, ) = %Z(w)eE oz, y)v(x,y).

Soit f € RY. On définit des fonctions ¢, € R¥ en posant, pour (z,y) € E, o(z,y) = |f(z) —
fWl et ¥(x,y) = [f(x) + f(y)|. Alors, d’une part, (¢, ¢) = 33, peplf(@) — F(W)]? = qa(f).
D’autre part, grace a l'inégalité (a+ 0)? < 2a® 4 20 pour a,b € R, et a la symétrie de E, on a :
W) = 5 X el f @ F W) < 53X @penl2f(@)+2f(y)’] = 23, )cp f(2)*. Pourz € V,
il y a au plus d¢ éléments y € V tels que (z,y) € E, dou: () <23 dof(x)* = 2dg| f|]

Enfin, on a (p,¥) = S(f). L’inégalité de Cauchy-Schwartz (p, ) < /{p, @) (¥, 1) devient
alors précisement S(f) < v/2dgac(f)|f]]-

3.b Soit f:V — R, telle que |f~*(R%)| < 5|V|. Montrer I’inégalité S(f) > he||f|.
On note V' = {xy,...,x,} de sorte que f(x1) > ... = f(z,). On note ET = {(i,7) € [1,n]] i <
j et (z;,x;) € E}. Pour (i,5) € ET, on a f(x;) > f(z;) donc |f(x:)* — f(x;)?] = f(z;)* —
flx;)? = zi<k<j [f(2x)? — f(2k41)?] par télescopage.
Par symétrie de F, S(f) = Z(i,j)gEJr | f(:)? — f(xj>2| = Z(i,j)gEJr Zigkq[f(l’k)z — flzre)?].
En intervertissant les sommes, on est amené & étudier, pour k fixé, I’ensemble des arétes
(xi,xj) € E telles que i < k et j > k. Or cette derniére condition équivaut & (x;,x;) € A, ou
Pon note Ay = {1, ..., w4 }. Ainsi S(f) = D21 o Do @ayeon, [f (@1)° = f@r1)?]-
Pour & > %, on a par hypothése f(xy) = f(z41) donc la deuxiéme somme est nulle. Pour

2
k < %, il s'agit d’'une somme de terme constant, dont le nombre de termes est |0A;|. Or
On obtient S(f) < Xichenss hak[f (zr)? — f(x1a1)?] = ha > i<ken) f(x1)? par télescopage.

On a donc prouvé S(f) < he| f?

. 1 o s .2 h2
3.c En déduire I’inégalité )\, > Tt

Soit f € RV un vecteur propre de 'endomorphisme Ty pour la valeur propre A\o. Comme f est
non nulle et orthogonale a la fonction constante 1, elle prend a la fois des valeurs strictement
positives et strictement négatives. Notons A = {x € V| f(z) > 0}. Quitte a remplacer f par
son opposé, on peut supposer que 0 < [A| < 3|V|.
On définit alors f+ € RY en posant f*(x) = max{0, f(z)}, de sorte que fT vérifie les conditions
de la question 3.b. On déduit des questions 3.a et 3.b que \/2daqe(fH)I /|| = hellfT||%, dou
2
ac(f*) = gl
Pour x € V, on note comme précédemment E(x) = {y € V| (z,y) € E}. On calcule :
4a(f) = U Tel ) = Laer (1) X penn @) = £ ()
= S er (F@) Sy F@) — F7@)))  (car FH(a) = fa) siw € Act =0six ¢ A)
< ren (F@) Syeniolf@) — FW)]) (car f*(y) > f(y))
=Y ea f@)Taf(x) = A3, f(2) = X[ f7]1%
On obtient ainsi A f¥]|? > %HJ”H2 donc My > %,
4.a Montrer qu’on a I’égalité A\, = infrcq Q(f).
Soit (eq, ..., €,) une base orthonormée de I'espace euclidien €. Soit f € £Y. Pour z € V, notons
f1(2), ..., fo(z) les coordonnées de f(x) dans la base (e, ..., e,), de sorte que f; € RV. Alors :
fES s SV NfillP=1etVie[l,p], fi € B,
ol F} est le sous-espace de RY défini a la question I-2.b.

Si f €S, on calcule alors Q(f) = >0 qa(fi) = Y0, Aol fill* = Ao. Ainsi infres Q(f) = .



Soit maintenant f; € RY un vecteur propre unitaire de Ty pour la valeur propre \o. Définissons
f € &Y en posant, pour x € V, f(x) = fi(x)e;. Alors, comme ||fi]| =1et f € Fh,ona f € S.
De plus, on a Q(f) = qa(f1) = A2. Ceci prouve que infres Q(f) = Ao.
4.b Montrer qu’il existe un plongement sphérique du graphe K, en dimension 3.

Soit € un espace euclidien de dimension 3, et f : [1,4] — & une application telle que f(1),
f(2), f(3), f(4) soient les sommets d’un tétraédre régulier inclus dans la sphére unité de E.
Par exemple, dans 'espace R? muni de la base canonique (¢1, ..., £4) et du produit scalaire usuel,
£ pourrait étre le sous-espace d’équation x; + x9 + x5+ x4 = 0, avec f(i) = \/?3(361' —12#1. £5)-

Pour i # j, angle des vecteurs f(i) et f(j) a toujours la méme valeur 6 = arccos(—g).

Soit w: V — & définie par u(i) = cos £ f(i). On a bien 0 < |Ju(i)|| < 1 et S IIU( H = 0.
Soient 7 # j deux éléments de [1,4], et w un vecteur de E. Notons w' = af(i) + Bf(5)
le projeté orthogonal de w sur le plan engendré par f(i) et f(j), avec o, € R. Notons
A= (u(i),w—u(i)) et p= (u(j),w—u(j)), c’est-a-dire que :

acos + Beosbcos =N+ (cosf)? et acosfcos+ feost = p+ (cosd)?
Aprés division par cos Q
o = [A—p cos O+4-cos 2 (1 cosf)]/(1—cos?§) et B = [—Acosf+pu+cos?(1—cosb)]/(1—cos? ).
Supposons w E D(i)ND(j), c’est-a-dire A > 0, u > 0 et |jw|| = 1. Comme cosf < 0, on obtient
alors o > cos §(1 — cos ) /(1 — cos? §) = 1/(2008 ) et, de méme, 8 > 1/(2cos %).
On calcule alors : [|w[|? > ||w'||? = a? + 2aBcosf + 8 > (24 2cos6) /(2 cos £)? = 1.

Ceci contredit I'hypothése ||w|| = 1. Les ensembles D(7) et D(j) sont donc disjoints.

on en déduit, par les formules de Cramer :

Supposons maintenant w € D(:) N D(j), ¢’est-a-dire A > 0, ,u 0 et Hw|| = 1. En étudiant le
cas d’égalité dans les inégalités précédentes, on trouve w = w' et v = = 1/(2cos 4).

Les ensembles D(7) et D(j) ont donc un unique point d’intersection, ce qui est cohérent avec
le fait que les sommets 7 et j sont reliés dans le graphe K. On a bien obtenu un plongement
sphérique du graphe Kj.

4.c Montrer que si G admet un plongement sphérique en dimension 3 alors \; < 8dg/|V|.
Soit u : V' — £ un plongement sphérique du graphe G dans un espace euchdlen E de dimension
3. Notons S la sphére unité de E. Pour z € V| notons f(x) = ”“( 1 € S Alors I'ensemble

D(x) défini a la question 4.b est un disque sphérique de centre f(z) et dont on notera r(z) le
rayon, c’est-a-dire la longueur d’une corde reliant le centre f(x) & un point de la frontiére de
D(z). L’aire d’un tel disque sphérique est alors A(D(z)) = 7r(x)?.

Comme, par hypothése, les disques ouverts D(x), pour z € V, sont deux a deux disjoints, on
ay v AD(x)) < A(S), cest-a-dire Y, mr(z)* < 47, ou encore . 7(z)* < 4.

Pour toute aréte (x,y) € F, les disques fermés D(z) et D(y) possédent un point d’intersection.
Par inégalité triangulaire, on en déduit || f(z) — f(y)||* < [r(x) + r(y)]> < 2r(z)* + 2r(y)>.

On caleule alors Q(f) = 5 X2 er 1f (@) = FWIP < o yeplr(@)? + ()%

Par symétrie de F, on obtient : Q(f) <237, cpr()? =23,y val(z)r(z)? < 2dg 3,y r(2)*
D’aprés le raisonnement géométrique ci-dessus, on a enfin Q(f) < 8dg.

Or, par définition du plongement sphérique, Y\, f(x) = 0, donc on déduit de la question 4.a
que Q(f) = XY v 1f(2)]|* = Xo|V|. 1L S’ensuit que 8dg > Ao| V], d’out Xy < 8de/|V|.
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IV

1.a Montrer que pour tout f,g € H, on a < f,§ >=n? < f,g >. En déduire que f — f
est un isomorphisme de #, dans lui méme.

Soit f,g € H,, on a

<fa> = ) f@ik)

reH,
= > ( (y)wx‘y) - < > g(y’)wz'y'>
zeH, yeHn yleHn
= > flye) (Z w””““““)
(y’y/)EH% xeHp
Calculons Z w** ot z = (a, B) € H,. On a
ze€Hy
n—1 n—1
Z W — wka—l—k’ﬂ
z€H, k=0 k’'=0

En utilisant alors que

"‘1(wa)k:{ 0 sia#0

n sia=0
on obtient que
0 siz#0
xr.z __
Zw _{n2 siz=0
IGH’n

Finalement, dans la somme qui définit < f,g > on ne garde que les termes ou y — ¢y = 0
c’est-a-dire y = y/. Cela donne,

<fg>=n")" fely) =n"< fg>.

yeH,

Maintenant, 'application f — f est clairement un endomorphisme de H,, De plus, soit f € H,

. 1 .
tel que f = 0 alors, d’aprés ce qui précede, < f, f >= — < f,f >= 0. Cela implique que
n

Z |f(z)]> = 0 et donc que f = 0. L’application f — f est donc un endomorphisme injectif.
r€H,

Comme H,, est de dimension finie (il est de dimension n?),|L’application f f est un isomorphisme |.
1.b Montrer que j(z) = w02 f((A~1)Tg).
Soit f € Hy, A€ GLy(Z) et b € Z2.

G@) = gyw ™ =D f(Ay+ b,

yEHn yEHn

On remarque que I'application y — 2z = Ay + b de Z? dans Z? est une bijection de réciproque
z+— A7l(2 — ) car A étant de déterminant 41, alors A~! est encore a coefficients dans Z.
Elle induit alors une bijection de H,, dans lui méme.
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On peut donc modifier la sommation et obtenir

g(x) = Zf(Ay+b)w

yEH,,
- 3 e
ZeHn
_ wx.A_lb Z f(z)w—m.A_lz
ZGHn
AT Z f(z A G _ w(Aflb).xf«A—l)TI) '
ZGHn

En effet, si on note X et Z les vecteurs colonnes représentants x et z,
1A= XTAT Z = (AY' X)) Z =AY 22

1.c Montrer que G est un graphe connexe et régulier et déterminer la deuxiéme valeur
propre \, de T; en fonction de n.

Montrons d’abord que G est connexe. Soit (z,y) € H2. On pose z = (v1,72) et y =
(y1,92). 1l est clair qu’il existe un chemin de x = (z1,%3) vers z = (x1,y2) en utilisant des
arétes verticales puis il existe un chemin de z vers y en utilisant des arétes horizontales.
’Le graphe est bien connexe |.

Le graphe est de plus régulier car pour tout x € H,, la valence de x vaut 2 sin = 2 et 4 si
n > 2.

Soit y € H,,, on considére x, : x — w”¥. Commencons par calculer y,. Pour tout x € H,,
_ 0 six#y
— T.z y—x).z —
S we = S = {0, T
ZGHn ZGHn

en reprenant les calculs faits en 1.a

On cherche maintenant & déterminer les valeurs propres de Ti; (endomorphisme de RY). T.’endomorphism
étant diagonalisable, le spectre de ’endomorphisme analogue sur CV est le méme.

Pour tout y € H,, et tout x € H,,

(Toxy)(z) = Z Xy(2) = Xy (2) = dxy(2) — Xy (2 +€1) — xy(x — e1) — xy(7 + €2) — xy(z — €2)
z€E(x)

ou e} = (1,0) et eg = (0, 1)
En appliquant alors 1.b avec A = I5, on obtient que pour tout x de H,,,
(Toxs) (@) = (= W% = ™% — 2% — ™), (1)

or le terme de droite est égal & (4 — WY — w™ Y — WY — W 2Y)y, (x) car Y, (z) est nul si
y# .

Si on note alors y = («, ), on obtient que

4— Y — Y Y Y = 4 T — WP P

2 2
= 4 — 2cos (ﬂ> — 2cos <ﬁ>
n n

On a donc (Tex,) = u(a, B)X, = u(a, B)x, en posant u(c, 8) =4 — 2 cos (222) — 2 cos ( 5”)

12



Comme f — f est un isomorphisme, on obtient finalement que

2am 28m
Texy = (4 —2cos(—) — QCOS(i)> Xy-
n n
Maintenant, la famille (x,)yen, est une base. En effet, c’est une famille libre car les x, le sont
et que f — f est un isomorphisme. De plus la famille contient n? vecteurs et dim #,, = n. On
a donc trouvé une base de vecteurs propres.

On en déduit que la deuxiéme valeur propre Ay est obtenue en prenant a = 1 et § = 0 (ou

inversement). On a donc | Ay = 2 — 2cos(22) = 4sin*(Z) |

2.a Montrer que si f est un vecteur propre associé 4 une valeur propre non nulle alors

>, flz) =

r€H,
Soit f un vecteur propre associé a une valeur propre A non nulle. On a T'f = Af et donc

Tf = \f. En particulier
1~

> f@) = F(0)=5TF(0).
En utilisant alors 1.b,
TF(0) = 4f(0) = F((T7)"0) = (T3 1)"0) = F(T7)T0) = (T3 1)0) = 0.
On a bien| > f(z)=0|

xeH,,

2.b Montrer que si la propriété (77) est satisfaite alors toute valeur propre non nulle )

7
de T fie [\ > —.
e T vérifie || 50

Soit f € H,, calculons Tf en utilisant les calculs de la question 1.b. Pour cela on note que

TfIZ((l) _12) etTZ_IZ(_l2 (1))

En particulier, (T, )T =T, ' et (T, )T =17
De ce fait pour x = (x1,22) € H,,

N

Tf(x) = 4f(z) - f(Ty
(1

(T ) = T (T ) - WD (T )
= 4f(@) - )

'r) -
W) (T ) (1 +w™) f(T7
Donc en posant U I'endomorphisme de H,, défini par
U:F [z (UF)(z) = (1+w™)F(Ty '2) + (1 + w™)F(T] 'z)]
on obtient que pour tout f € H,, 7/? = 4f — Uf.

Remarque : Il semble y avoir une erreur dans la fonction U de I’énoncé.

Maintenant, soit A une valeur propre non nulle de 7" et f un vecteur propre associ¢ a A. On a
Uf=4f — Tf (4 — )\)f On en déduit que F' = f est non nulle (car f est non nulle), vérifie
que f( ) = 0 d’aprés 2.a et est un vecteur propre pour U associée & la valeur propre v =4 — \.

Maintenant, en utilisant (77), on obtient que

73
|<F,UF>]:|<F,uF>|:|y|<F,F>§2—O<F,F>

13



80—73 7
20 20
2.c Montrer que la propriété (73) implique la propriété (7}).

Finalement, 4 — A\ < % et donc \ >

73
On suppose (T3) a savoir que pour toute fonction G : H, — Ry avec G(0) =0, < G, U'G > < 10

On considére F': H, — C vérifiant F'(0) = 0 et on pose G = |F|. On a alors

> Fla)( < Y IF@I(UF)(@).

xeH, reH,

| < F,UF > | =

Or, pour z € H,

(UF) (@) < [1+w™[|[F(Ty 2)] + 1+ w™||F (T} )]
7T.’E1

. )‘ G(Ty ') + 2 ‘cos(%“)‘ G(T'e) = 2(U'G)(x)

IN

2 ‘cos

car 1 +w™ =1+ eX17/" = 2 cos(T)e™1™/" et de méme pour 1 + w"

On obtient donc

|<FUF>|<2) G@)(UG)(x)=2<GUG>.

{EGHn

Comme G est positive et s’annule en 0, on obtient bien la propriété (77).
2.d Montrer que ...
Soit (x1,22) € D, \ {(0,0)}. On a

Ti(z1,22) = (x1 + 222, 22); To(x1, 22) = (21, 221 + 22)

et
Tfl(l'l, i[}g) = (i[fl — 21’2, 1'2); T;l(l'l, i[}g) = (i[)l, —21'1 + .TQ).

e Supposons pour commencer que x; 7# 0 et xo # 0 et |z1| # |x2].

— On suppose que 0 < 7 < x3 :

1 + 229 Sy + 2x9 < 3

71+ 20y = { x1+ 2w —n sinon (car xy + 215 < 37”)

x Dans le premier cas, |11 + 215| = 214229 > 1 = |ZT1| et donc | Ty (21, x2) = (21, 22) |.

* Dans le deuxiéme cas, comme z; + zp < §, 1 + 225 —n < 0 d’olt |11 + 225| =

n — x1 — 272 qui est strictement supérieur a xry car ry + 2 < 3. On a donc

encore | Ty (xy, ) = (71, 22) |

On obtient de méme que |Ty(x1, 22) > (21, x2)

Maintenant, regardons 17 (21, 25) = (z1 — 229, 25), on a 11 —n < 71 — 215 < —T]

donc |zy — 219 > |z1] et de ce fait | T} (21, 22) < (71, 29)|.

Pour finir, Ty (21, 29) = (21, —221 + 73). Comme |25 — 221| < |73| on obtient que
Ty Y (w1, m9) = (21, 29) |

— Les autres cas ot 21 # 0,25 # 0 et |z1| # |z2| sont similaires, on se raméne au cas
ci-dessus.
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On a montré que si z; # 0 et 29 # 0 et |x1] # |z2| alors parmi Tz, Tox, T; o et Ty 'a il
y avait trois éléments > x et un élément < x.

e Supposons maintenant que z; = 0 ou x5 = 0 ou |x1| = |xa|.
— Si @y =0 (et donc zy # 0) car v # 0, Thx = (219, 72) = ;T 'w = (=279, 70) = @
alors que Tz et T, ‘o sont incomparables & x car ils valent x.
— Le cas x9 = 0 est similaire au précédent.

— Il reste a traiter le cas on |z1| = |xs|. Faisons, par exemple le cas ot z = (o, ) avec

a > 0 (les autres cas sont analogues).

On a Tz = (3a,a), comme o < 3a < n — a (car 2a < %), alors [3a] > |«

et donc Tyx = x. De méme Tox = (a,3a) = x. Par contre T 'z = (—a,a) et
T, 'z = (o, —a) ne sont pas comparables a z.

On a montré que si z; = 0 ou zo = 0 ou |x,| = |x5| alors parmi Ty, Tox, T} 'z et Ty 'x il
y avait deux éléments > x et deux éléments incomparables a x.

2.e Montrer que pour (x1,22) € H, \ {(0,0)},...
Soit x € H, \ {(0,0)}. On pose

R(x) = [ cos(—)|(y(x, Ty) +y(x, Ty '2) + | cos(=2)| (v (s, Tra) + y(a, Ty ).

e Supposons que (71,73) € D, \ {(0,0)}. On a
R(z) < y(@, Tx) + (2, Ty '2) + y(z, Thx) + (2, Ty 'x)

car les cosinus sont majorés par 1. Maintenant, en utilisant 2.d, on obtient, dans le

12 1 2
premier cas R(z) < 5 —1—2 = % et R(z) < §+2 = 58 ;0 < % dans le deuxiéme cas.
« Supposons que (7,75) ¢ Dy \ {(0.0)}.

On a alors

)

R(z) < 2] cos( ") + 2l cos(T2)] 2 = 2 (| cos( ") + feos(T22))).

. . 5
Car la fonction 7 est majorée par 1

Comme cosinus est paire, on peut supposer que x; et xp sont positifs, inférieurs a 7 et

tels que xy + 29 > 7.

R(z)

IN
|
—~
(@)
@)
)]
—~
\L
+
(@)
o
)]
—~
\L
~—

En effet, cos est décroissante sur [0, 7] et

que 50v/2 ~ 70,7 < 73 donc R(z) < —.
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2.f Montrer que ...

Soit (a,b) deux réels, il est bien connu que a® + b* > 2ab (car (a — b)* > 0) donc si x et y sont
incomparables,

2G(2)G(y) < G*(z) + G*(y) = v(x,y)G*(z) +v(y, 2)G*(y).

) 4 ) 4
De méme, ZGQ + ng > 2ab. 11 suffit de voir le trinome en a (& b fixé), ZGQ — 2ab + ng dont

le discriminant vaut A = 46 — 4.2.2b* = 0 est toujours positif. De ce fait, si @ > y, comme

Y(z,y) = 2 et donc y(y,z) = %,

2(@)Gy) < TG ) + 1 G0) = 2w, )C (@) + 2y, 1)G)

Pour finir, on démontre (73). Soit G : H,, — R positive telle que G(0) = 0,

2<GUG> = 2 Ga)(UG)(x

$€H’n
= ) 26(@)C(T; ) cos(* )| 4+ 26(@)G(T} )| cos(~ )
reH, n
< 3 0 T )G (@) +y(T5 2, 2) G (T3 )| cos(— )|
rEH,,
+(y(, Ty ') G () + V(T_lx x)G*(T )| cos( - )| d’aprés ce qui précede
T
<3 A, Ty ') GA () cos(— )| + > NIy e, @) G (T )| cos(—)|
x€H, xeH, n
-1 2 T2 -1 21 T2
£ 3 A 00 cos ") 4 3 AT p) G ) cos(T2)
T€H, x€Hy
-1 2 2 T[Tyl
<D T )G )| cos(5)] + D A (y, Toy) G (y)] cos )|
TEH, n yeH, n
T
+ Z (z, T ‘o) G?(2)] cos(—2)| + Z (y, Tyy) G*( )|cos(7r[ 1y]2)|
rEHy, yeHy, "
< Z G*(x [ x, Ty x)|cos( )| + v(z, Tox) | cos( x1)|
LBGHTL
+ (T )| cos(=2) | + A, Tix) | cos(=2)]
< — Z G?*(r)  par un raisonnement semblable & celui de 2.e

reH,

73
Finalement < G,U'G >< 0 <G,G >.
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