MP*2 Devoir Surveillé n°5 Corrigé

AUTOUR DES SOMMES D’EULER

CENTRALE MP 2015 — MATHS II

Un beau sujet de Centrale comme on les aime : sobre, relativement court, pas du tout répétitif, plongeant au ceeur
d’une théorie mathématique intéressante.

1l a cependant le gros avantage de vous faire réviser tous les gros théorémes d’analyse de l’année.
PREMIERE PARTIE

LA -
I.A.1) On peut utiliser un théoréme du cours (sur les fonctions monotones), ou bien le faire « & la main » : pour tout

n>=2,0na
1 "odt 1 n 1 1 1 1
n==— —==-1 ——+(-——-0(5]))=0(=
v [T (E) —ar (e (@) o (F)

ce qui prouve que Y a, converge absolument, donc converge.

‘ La série Y a, converge. ‘

I.A.2) Puisque aj = % —Ink + In(k — 1) pour tout k > 2, on obtient apreés télescopage
iak:i L —Inn=H,—-1-Inn
k
k=2 k=2

n &)
doncH, =lnn+1+4+ Y ar=Inn+1+ > ar + o(1) puisque la série > a,, converge.
k=2 k=2

&)
Le réel A:=14 > a, est tel que H,, =Inn + A + o(1).

n=0

Enfin, puisque A + o(1) est un o(Inn) :

H, ~ Inn.
n—oo

I1.B -
Séparons les cas :

e Sir =0, alors la série Y H,, diverge grossiérement.

1 o H,
n+1 n+1

et le membre de gauche est le terme général d’une série positive divergente ; par comparaison, la série > H,, /(n+
1) diverge.

e Si r =1, on peut écrire

e Sir > 1, choisissons s tel que r > s > 1 et écrivons

H, H, 1 (1 o
(n+1r  (n+1)s (n—l—l)s_o n® PTeo

Par comparaison a la série de Riemann convergente Y 1/n®, la série > H,,/n" converge.

On a donc prouvé que la série > H,, /(n + 1)" converge si et seulement si r > 1. D’ailleurs, puisque r est supposé entier,

H
Z ﬁ converge si et seulement si r > 2.
n

I.C -
I.C.1) Bon, la c’est du cours.
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Devoir Surveillé n°5 (Corrigé) 2 Mathématiques, MP*2

=t
Vte]-1;1] In(1 —1t) E — (rayon de convergence R = 1).
n
1 X
Vte]-1;1] —:E t" (rayon de convergence R = 1).
1-t —

I.C.2) D’aprés le cours, le produit de Cauchy des deux séries ci-dessus a donc un rayon de convergence supérieur ou
égal & 1. Le probléme pour calculer ce produit est qu'une des sommes commence & 1 au lieu de 0. Pour contourner la
difficulté, je vous propose deux méthodes.

Premiére méthode

On factorise par ¢ la somme délictueuse : pour tout ¢t € |—1;1],

In(1 — ¢ e — (v 1 -
B (E) B ) e

et il ne reste plus qu’a réintégrer le facteur ¢ & sa place, puis effectuer un petit glissement d’indice pour trouver

In(1—1t)
H, t".
Y Z

Deuzxiéme méthode

On convient de définir by, = 1/k si k > 1 et by = 0. Alors pour tout t € |—1;1],

n=0 k=0 n=0

en convenant que Hy = 0.

In(1 —¢)

In(1—t¢
7 est développable en série entiére sur |—1;1[ et, pour tout t € |—1;1[, on a M =— Z H, t".

1-t¢

I1.D —
I.D.1) Soient (p,q) € N

Remarque 1 Attention, ’entier p peut étre égal a 0, ce qui fait que la fonction étudiée n’est pas forcément prolongeable par continuité
en 0! En revanche, étudier la continuité sur ]0; 1] est une obligation — sans quoi, vous perdez irrémédiablement des points !

o t— tP(Int)? est continue sur |0 ;1]
o Vi-tP(Int)? = tP*t1/2 (Int)9 — 0 par croissance comparée, ce qui montre que t” (Int)? = o . (1/V1).
t—0 t—0

Cela montre que ¢ — tP (Int)? est intégrable sur |0;1] et donc

I, 4 existe pour tout (p,q) € N%.

I.D.2) Les fonctions ¢ — tPT1/p+ 1 et t — (Int)? sont de classe ¢! sur le segment [£;1]; on peut intégrer par parties

sans discussion : )
1 Lt (Ing)a!
= (Int)?| — / g WO
P4 p+1 . Je pH1 t

ce qui méne au résultat attendu :

VpEN quN* VEG]O,l[ I;,q: _m127q71 —m(lng)q.

I.D.3) Puisque p > 0 et ¢ > 1, la question I.D.1 montre que I: —> Ipg—1 et I

p,q—1

— 1,,. De plus
9 o0t pa P ’

ePTl(Ineg)? — 0 donc, & la limite quand € — 0%, la formule de la questlon I.D.2 donne
e—0

q
I,,=————I1,,1.
D,q p+1 P,q—1
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Devoir Surveillé n°5 (Corrigé) 3 Mathématiques, MP*2
I.D.4) En utilisant la valeur

1
1
VpeN L= [ #dt=——,
b Po /0 p+1

une récurrence sur ¢ permet de montrer que

q!

— (_1)4
Vp,g €N Ipg=(=1) (p+ 1)atL

ILLE —
On a pour tout ¢ € ]0;1],

(Int)""t £(t) Zant” (Int)"

Posons, pour tout u,, : t + a, t" (Int)" !

e Pour tout n € N, u,, est continue sur |0;1[ et, d’aprés la question I.D.1, u,, est intégrable sur ]0;1], donc sur
10;1[, car r > 1;

e la série Y u, converge simplement sur |0;1[ et a pour somme ¢ — (In¢)"~! f(t), qui est continue sur ]0;1[;

e pour tout n € N,

a
/ |un(t)],dt = |an|/ ()" dt = (=1)""" Jan| Lyp—1 = (r—1)! (rJTTJl)

et, par hypothése, la série > |a,|/(n + 1)" converge, c’est-a-dire que la série ) fol |un| converge.

Le théoréme d’intégration terme & terme' s’applique et, sachant

1
a
Ddt =a, 1, 1= (—1)"" (r — 1) —2_
/0 un() Ap In,r—1 ( ) (’I“ ) (n+1)r’
on obtient :
1 +o0 a
)" tf)dt = (=1)" -1y ——
|ty =timar= oyt -y s
n=0
ILF -
I.F.1) Pour r > 2, on applique le résultat de la question LE & f: ¢ — ln(l t) qui est développable en série entiére sur
]—1;1[ (question I C.3) avec comme coefficient de ¢ dans ce developpement an, = —H,.

Attention ! Pour pouvoir appliquer un résultat précédent, il faut justifier que les hypothéses requises sont vérifiées.
Ici, c’est simple puisque Y |a,|/(n+1)" = > H,/(n + 1)" est alors convergente d’aprés la question I.B.

On obtient donc N
! In(1 —t) X -H
Int)" '/ 2 ¢t = (=1)"! r—1)! —
| w) -0

ou encore

. . H, -t In(l—t
Vr e N* ~ {1} ST;(n+1)7‘(£_)1)!/0(lnt) %t)dt.

I.F.2) Pour notre intégration par parties, il va y avoir pas mal de discussions, aussi va-t-on repasser par des segments.
[Fixons momentanément un segment [c;d] C ]0;1[]; alors, par intégration par parties,

2
/dM(lnt)’“ldt —M(mw“l

1-t¢ 2

+ dt

C

(In(1 — c))Q(ln ot (In(1- d))Q(ln ' r—1 % (In(1- 75))2(lr11f)’”’2
. - . v ) d.

r—1 /d (In(1 — £))*(Int) =2

2 t

Pour étudier les termes de bord, on se rappelle que Inx ~ T 1, ou encore et que In(1 — x) o On obtient alors
T— z—

e (In(1— c))Q(ln )t~ A(lne)"t —— 0,

c—0t c—0t
. (hl(l — d))

2 2
Ind)"™! ~ (In(1-d d—1)""1—0 —1>0.
(Ind) d—>1*(n( ) ( ) " 0carr

13 . N A
A ne pas confondre avec le théoréme de convergence dominée!
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Devoir Surveillé n°5 (Corrigé) 4 Mathématiques, MP*2

Puisque trois des termes de 1’égalité admettent une limite quand ¢ — 0 et d — 1, le quatriéme aussi; avec le résultat
de la question I.F.1, on obtient

vreN {1} S, = 2((;1);)! /O (In(1 - t)z (Int)"~ "

I.F.3) En particulier,

2 t

521/1Mdt,

Le changement de variable (de classe ¢! et strictement décroissant) u = 1 — ¢ méne &

1 1(lnu)2
So == du.
2 2/0 1—u ¢

1
Appliquons le résultat de la question LE & r =3 et f : ¢ +— 14 qui est bien développable en série entiére sur

]—1;1[ avec, comme coefficient de t" dans son développement, a,, = 1. La série >_ |a,|/(n +1)3 = > 1/(n+1)3 est
une série de Riemann convergente. On obtient alors

L (Inw)? e 1 B

=0
et donc
S2 =((3)
DEUXIEME PARTIE
IT.A -

IT.A.1) On vérifie tout :

e la fonction 7 : t — t*“ et est continue sur ]0;+oo[;

o (1) L t*=1 =1/t'7% avec 1 — z < 1, donc v est intégrable au voisinage de 0;

o t2t*"te™" ——— 0 ce qui montre que ¥(t) = o (), et donc que 7 est intégrable au voisinage de +oo.
t——+o0 t——+o0

Conclusion :

‘t — t*Le~! est intégrable sur ]0; +oo. ‘

I1.A.2) On effectue le changement de variable u = ¢/, de classe € et strictement croissant, dans 'intégrale définis-

sant I' :
+o00 +oo +oo
I(z) = / t*letdt = / (om)ﬁ”_1 e “adu =a” / uP e duy

0 0 0
donc

+oo Foo I'(z

/ uwwleT ™ dy  existe et / T lem ¥ dy = (z) .
0 0 o

II.B —

I1.B.1) Soient z > 0 et y > 0.
o p: t—tT71(1 —¢)¥~! est continue sur ]0;1][.

Remarque 2 Attention, cette fonction diverge en 0 si x < 1 et diverge en 1 si y < 1! La continuité n’est donc assurée, dans le cas
général, que sur l’intervalle ouvert ]0;1]...

o o(t) ~ t"t=1/t"""avecl—xz <1let
t—0+

e p(t) ~ (1—t)t=1/01-t)l YVavecl—y<1

t—1—

ce qui montre que 1) est intégrable sur ]0;1[ et donc

1
Vo,y >0  B(x,y) = / t*71(1 — t)v~1 dt existe.
0

I1.B.2) Le changement de variable (de classe ¢! et strictement décroissant) u = 1 — ¢ donne
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Devoir Surveillé n°5 (Corrigé) 5 Mathématiques, MP*2

[Vay >0 Bley) = Blv.2)]

I1.B.3) Par intégration par parties avec u(t) = t¥ et v'(t) = (1 — t)¥~!, on a, puisque tous les termes existent,

ﬁ(:chl,y)/Oltx(lt)yldt {M]lJrf/Oltxl(lt)ydt

Y o Y

3/01 L=t (1 —t)dt = g/(:(ﬂl(l (1 — t)yfl) a

gm@w—ﬁm+Lw}

donc, aprés regroupement et simplification :

Ve,y >0  ple+1l,y) = 2 B(x,y).

r+y
I1.B.4) Les questions II.B.3 et IL.B.2 montrent que
x T x Y T Yy
c+ly+l)= —Blz,y+1)= —By+1,2) = —— ——B(y,z) = ——— x,
Al Y ) z+y+16( Y ) x+y+1ﬁ<y ) z+y+1z+y6(y) :c+y+1:c+yﬁ( v)
donc
Vo,y>0  Blz+1,y+1) 1Y B(z,y)
T, T , = z,Y)-
4 Y (z+y)(z+y+1) Y
II.C -

II.C.1) Si la relation (R) est vraie pour > 1 et y > 1, on a, d’apres la question II.B.4 et pour tous x,y > 0 :

(z+y)(z+y+1) (z+y)(z+y+1)T(+1)T(y+1)

Bla,y) = 7 Bla+1y+1)= ” Tt y+2) par (R)
_+y)aty+l) zI'(z) -y T'(y) _ T@)T'(y)
xy (r+y+D)z+y) ety Tty

‘ Si (R) est vraie pour > 1 et y > 1 alors elle est vérifiée pour tout > 0 et y > 0. ‘

II.C.2) La fonction 0 : u+— == =1

T — 1_%”, est de classe ¢! sur ]0; +oo| et strictement croissante ; le changement de
variable ¢t = #(u) donne

oo u ! 1 vl du
ﬁ(x,y):/o <1+u> (Hu) T+ w2
+oo z—1

I1.C.3) Puisque = +y — 1 > 0, la fonction ¢ — e~*#**¥~! est continue sur R™ donc la primitive de cette fonction qui
s’annule en O est F ,, : ¢t — fot e wu?¥=1 du. Cette fonction est croissante par positivité de 'intégrande. Notamment,
pour tout £ > 0 on a

t +oo
Fao () = / e Uyl dy < / e "yt du.
0 0

(V>0  F,,(¢) <T@+y) |

x—1

4 T Fzy((l + u)a). Vérifions les hypotheéses du théoréme de continuité d’une

II.C.4) Posons h : (a,u) — ——F——
(14+u

intégrale & paramétre.

e Pour tout u € [0; 400, la fonction a +— h(a, u) est continue sur R car F, , est de classe €' sur R ;
e Pour tout a € R, la fonction u — h(a, u) est continue (par morceaux) sur [0;+oo[ car x —1 > 0 et F, , est de

classe €' sur R
e Enfin, on a la domination
Va € RT Vu e [0;+o0] |h(a,u)| <(%F(x+y) =:(u)

d’apres la question I1.C.3, et la fonction v est intégrable sur [0; +oo[ d’aprés ce que l'on a fait en I1.C.2.
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Devoir Surveillé n°5 (Corrigé) 6 Mathématiques, MP*2

Le théoréme de continuité des intégrales & parameétre permet d’affirmer que

‘ G est définie et continue sur RT. ‘

I1.C.5) On veut évidemment appliquer le théoréme de convergence dominée (dans sa version continue a — +00). On
vérifie toutes les hypothéses :
x—1
e pour tout u € [0;+oc[, on a g(a,u) = e D@+ )5

o U % I'(x + y) est continue (par morceaux) sur [0;+oo[;

e on a la domination vue & la question précédente :
Va € Rt Yu € [0;+00] |h(a,u)| <

ou 1 est intégrable sur [0; 400

Le théoréme de convergence dominée permet alors d’affirmer que

+o0 w1l
Gla) —— /O e D+ ) du

ou encore, au vu des résultats de la question II.C.2 :

lim G(a) = (z +y) B(z,y)-

a——+oo

I1.C.6) Avec les notations de la question II.C.4, et pour un segment [c¢;d] C ]0;+oo] :

e Pour tout a € R™, la fonction u + g(a,u) est continue (par morceaux) et intégrable sur [0;+o0o|;
e pour tout u > 0, a — g(a,u) est de classe €* et de dérivée

ag uac—l

%(G,U) = W (1 + ’LL) F;,y((l + u)a) = ax+y—1 e_(1+“)a Ux_l.

0
e pour tout a € R™, la fonction u —g(a, u) est continue (par morceaux) sur [0;+oo[ (car z —1 > 0);

Oa

e on a la domination

dg

Va € [c;d] Yu € [0;+00] ‘%(a,u) < dotylem (e o=l gy

et ¢ étant de la forme u — C .= U@~ 1

question I1.A.2).

avec ¢ > 0, elle est intégrable sur |0;+oo[ (c’est le résultat de la

Ainsi le théoréme de dérivation des intégrales & paramétre permet-il de conclure que

‘ G est de classe €1 sur [c;d]. ‘

Ceci étant valable pour tout [c;d] C R’ et grace au caractére local de la classe ¢!

G est de classe € sur R

II.C.7) De plus, la formule de dérivation donne, dans ce cas,

Va € R G'(a) = +OO @(a u)du ="tV e o e "y tdu
* —Jo da" N 0

soit, avec le résultat de la question II.A.2 :

Va € R, G/'(a) =T(x)avte .

I1.C.8) On a donc
b b
Va,b>0  G(b) — G(a) :/ G'(t)dt =T'(z) / tvLetdt.

Or
e G(a) —— TI'(x + y) B(z,y) d’aprés la question II.C.5,
b—+o0

o Gla) — G(0) car G est continue en 0 d’aprés la question II.C.4
a’—
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Devoir Surveillé n°5 (Corrigé) 7 Mathématiques, MP*2

donc G(a) — O car F.4(0) = 0.
a—

D’autre part, f;’ W=1letds m I'(y) donc, en passant & la limite, on obtient I'(x + y) f(z,y) — 0 =

I'(z)T'(y). On peut conclure en faisant remarquer que I'(z + y) # 0, ce qui permet de diviser :

I'(@)T(y)
Ve>1 Vy>1 y) = =)
TROISIEME PARTIE

Remarque 3 La fonction « digamma » se note habituellement « f » (c’est un « Gamma » avec une double barre, donc di-gamma...) A cause
de sa trop grande ressemblance avec un « F », 'usage mathématique de cette lettre s’est plus ou moins perdu. C’est quand méme ridicule
de la noter 1 et de 'appeler « digamma ».

IIN.A —
Pour tout z > 0, on a

IH(F(JS + 1)) — ln(F(:c)) =1In {%] =lnx

donc, en dérivant,

Vo >0 z/;(:chl)—z/;(:c):l

- .

III.B -
ITI.B.1) Selon les résultats admis dans la partie II, I est de classe ¥ sur ]0;+oo] et ne s’y annule pas donc, pour
tout = > 0, la fonction

I'(z) P(y)

est de classe €*° sur |0;+oo[. En particulier,

0
Pour tous x,y > 0, la quantité a—ﬁ(:v, y) est bien définie.
Y

On a, pour tout z,y >0 :

98 (4 y) = F@)I"y) T'@)T@yre+y) L)) [My) Mty
oy T(z+y) (C(z+y)) I(z+y) [Ty) Tl+y)

donc

Va,y > 0 %(z, y) = Bl ) [$() — vz + ).

III.B.2) Siy<y',onat® (1 —¢t)¥ >t*(1— t)yl pour tout ¢ € ]0; 1], et donc 8(z,y) = f(x,y’). Ainsi

‘y — B(x,y) décroit sur R} ‘

0
IT1.B.3) En conséquence, pour tous z,y > 0, on a a—ﬁ(:v,y) < 0, mais comme de plus S(z,y) > 0, la formule du 1,
Y

méne & Y(y) < Y(x + y). Ainsi

1 est croissante sur R

II1.C -
II1.C.1) Pour tout > —1 et n > 1, par télescopage,

3

n
bletn+1)—¢@+1)=> [bl@+k+1) =@+ k)]
k=1 =1

d’apreés la question IIL.A.
En particulier, pour z =0, ¢(n + 1) — (1) = >} _, % donc, en soustrayant membre & membre,

" /1 1
w(n+1)—¢(1)—¢($+n+1)+¢($+1)=k§=1 (E_—:Hk)
soit
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Devoir Surveillé n°5 (Corrigé) 8 Mathématiques, MP*2

Ve >—-1 Vn>2 w(ac—l—l)—w(l)zw(x+n+1)—¢(n+1)+zn:(l 1 )

ITI.C.2) On a 0 <z + 1 < p+ 1 donc, par croissance de 1,

n+p n+p

1
0<p(@+n+1) =) <ep+n+1)—wn) =D [wk+1) = pE)] =) - =Huyp —Hp.
k=n k=n
De plus, puisque pour tout k € [n;n+ p] on a 1/k < 1/n, on obtient
+1

0<W(a+n+1) = () < Hysp —Hooy < 2m
II1.C.3) Procédons avec méthode :

1 1 1

e Pour x > —1, la série Z (E s k) est convergente car T k(ki ) o %
p+1

e De plus, z > —1 étant fixé et donc p = |z] + 1 également, on a
tion II1.C.2, donne ¢(z +n + 1) — ¢(n) —— 0.
n—oo

—— 0 donc l'inégalité de la ques-
n n—oo

En particulier, ¥(n + 1) — ¢(n) — 0.

e Or l’égalité de la question III.C.1 donne

B+ 1) = (0o 4 1)~ 9) - (04 1) = 00) + 9+ 3 (3 - 757 )

—0 —0 "
n— oo n— oo converge
On en conclut, en faisant tendre n vers l'infini, que
(1 1
Vo > —1 z+1)=9(1)+ - = .
o+ ) =v) + 3 (1~ )
III.D — )
II1.D.1) Définissions, pour n > 2, la fonction vy, : x — — — .On a
n xr+n
« . () (—1)F+1E!
e Pour tout n € N* \ {1}, la fonction v, est de classe € sur [—1;+oo[, de dérivées vy ' : x — ——.
(x +n)kt1
e Pour tout > —1, on a I'équivalent v,(x) ~ -5 ; ainsi, la série de fonctions ) v, converge simplement sur
n—oo

[—1;+o00[;

donc, puisque k + 1 > 1, la série Zvy(f) converge normalement, et

e Pour k > 1, v(k)H[—1;+oo[ B k!

© (n—1)kHL
donc uniformément, sur [—1;+4oo].

Le théoréme de dérivation terme a terme s’applique et

‘g est de classe € sur [—1;+oo]. ‘

On a alors .
oo
Vo €[—-1;4+00[ VkeN* g® () :vaf)(:c).
n=2
b~ DML k ki N L
Or Ur(z )(0) = W donc g( )(0) = (—1) + k! Z W’ c’est-a-dire
n=2

vk eN*  g®™(0) = (- [k +1) —1].

IT1.D.2) La formule de Taylor avec reste intégral a ’ordre n en 0 s’écrit, pour = € [—1;+o0],

" gk
g(x) *Z g k;l(O) zk =

k=

anrl

1
1— )" g+ (tz) dt
o [a=org

o

ce qui nous donne la majoration entre g(x) et la valeur de son polyndéme de Taylor d’ordre n :

|x|n+1
<

1
< /(17t)”|g(”+1)(t:c)|dt.
0

n!

™ g (0
g
forallr > —1 g(z) — E k'( ) zk
k=0
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Devoir Surveillé n°5 (Corrigé) 9 Mathématiques, MP*2

Or 400 1 +00 1
. B (n+1) _ | (_1yn+2 - —
el] Vez -1 g <tw>\—‘< R0 B D Y PR

(car, pour tout p > 2, 0 < p — 1 < p + tx) et, d’autre part, pour tout p > 2, (p_ll)n+2 < (p_11)2 par positivité de n. On
obtient donc :

=~ ¢g™(0) |t n n nt1]?t
ves -l o) e < S [ a—or et an= e [~ -,
et donc
n gk
Ve > —1 glx) — g kk'(O) a*| < ¢(2) |zt
k=0 ’

Maintenant, lorsque —1 < z < 1, on a ¢(2) |z|"*! —— 0 donc I'inégalité ci-dessus implique que
n—oo
n k)
9" (0)
Ve e]—-1;1] g Tzk~——»g(z)
k=0

ce qui est une maniére de dire que :

‘ g est développable en série entiére sur | —1;1]. ‘

IT1.D.3) Avec l’égalité vue a la question ITI.C.3, on obtient pour tout x € |—1;1]:

W“”“”*é(%xik) v+ (1= ) +ala)

_ e 9O L

=¥l )+$+1+; nt "

=(1) + Z(fl)’”rl " 4+ ¢(0) + Z(fl)"Jrl (C(n+1)—1)a" d’apres 111.2.1

n=1 n=1
ce qui donne bien
+oo
Vo e]-1;1  dle+1)=¢1)+ > ()" ¢(n+1)a"

n=1

Remarque 4 Une autre démonstration de cette formule est possible & ’aide d’une famille sommable.

QUATRIEME PARTIE

IV.A -
Comme on I’a signalé a la question IILB.1, pour tout = > 0, la fonction y + B(z,y) est de classe > sur R},.
Notamment

0*p .
Pour tout z > 0, B(z) = F(x, 1) existe.
Y

Reprenons 1’égalité de la question II1.B.1 :
w2
Y(z,y) € (R})
On en déduit :

(2,9) ((y) — b(x + ) + Bla,y) (&' (v) — ¥ (x +v))
= Bz, y) (V) — (@ + 1)) + Bla,y) (¥ (y) — ' (x +y)).

VCL’,y>0 —(Iay):
Y
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Or B(z,1) = fol t*~tdt =1/ :

Ve>0  aB(@) = (Y1) — e+ 1))+ @/(1) — ¢/ (x + 1)).

Puisque I" est "> sur R’} et ne s’y annule pas, 9 est € sur R, donc

B est de classe € sur R,

IV.B -
IV.B.1) Fixons un réel # > 0. Posons h : (y,t) — t*"1(1 — )Vt = t*Lexp[(y — 1) In(1 — t)].

e Pour tout y > 0, la fonction ¢ — h(y,t) est continue (par morceaux) et intégrable sur |0;1[ d’aprés la ques-
tion I1.B.1;

e Pour tout ¢ > 0, h(-,t) est de classe € sur ]0; +oo| et

9%h

on S, t) = (In(1 — 1)) (1 — )1,

Yy >0 Vtel0;1] a_y(y’t) =In(1— )" Y1 —t)¥" ! et

oh 0
e Pour tout t € ]0;1[, y — a—(y, t) ety F(y, t) sont continues sur R’ .
Y Y

oh
o [ a_y(y, t) est intégrable sur |0; 1] car

. oh .
— pour tout y > 0, la fonction ¢ — a—(y, t) est continue sur ]0; 1],
Y

ah r—1
— 8_y(y’t) tg)+t avec x > 0,
oh 1
— — = 1—t)y~12In(1 —t) —— 0.
By (y,1) t—>01*( Tft) car (1 —1¢) n(l —1t) o 0
2

e Pour tout y € R, t — 8—y2(y’ t) est continue (par morceaux) sur ]0;1[;

e Localisons maintenant la variable y. On choisit ¢ € ]0;1[1, et on écrit la domination :

2
Yy € [c,+o0] Vte€]0;1] ‘%(y,t)‘ = (ln(l — t))2t$—1(1 — )l g (ln(l _ t))2t“'_1(1 — )l = H(t)

Y

et

— la fonction H est continue sur ]0; 1],

— H(t) ~ "t

t—0+
_ _ 1
H®) - ( 1—t)’

donc H intégrable sur ]0;1].

Ainsi le théoréme de dérivation des intégrales &4 paramétre s’applique et y — ((z,y) est de classe €2 sur [c;+oo].
On peut libérer c : la fonction précédente est donc de classe €2 sur ]0;+oo], et sa dérivée seconde est donnée par
double dérivation sous l'intégrale. Notamment, en y =1 :

Vo >0 B(z)

1
/ In?(1 —¢t)t*~ 1 dt.
0

IV.B.2) De la méme fagon, on obtiendrait

1
VpeEN  Voe>0 BWP(z)= / In?(1 —t)InP ¢t ¢* 1 dt.
0

. \ . (1) ! (In(1—£)*(nt)r2 _
IV.B.3) Soit r > 2. D’apreés la question L.F.2, S, = o ) : dt. Par ailleurs, pour tout > 0,
r—2)!'J,

1
B2 (g) = / (In(1 = #))* (In(t))" 2 =" dt
0
et (je vais un peu plus vite, on a déja fait ga plusieurs fois)

o Vi€ ]0;1] (In(1 — t))Q (1n(t))r_2 =1 (1n(17t))2(lnt)r*2 '

z—0t ¢ ’

(n(1-6)) ()2

LA 7

est continue (par morceaux) sur ]0;1[;
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e on a la domination

2 r—2
In(1 — t)g |1nt‘ ()

Yz €RL Vt€]0;1] ‘(111(1 —1)* (m(t))"‘%x—l‘ < (
et ¢ est intégrable sur ]0; 1[ d’aprés la question L.F.2.
En appliquant le théoréme de convergence dominée (continu) pour # — 0%, on obtient

B(r—z)(x) — /01 (ln(l —t)z (Int)r—2 »

et donc

(=1)" : (r—2)
r = 1 B r .
5= ooy i, ()

IV.B.4) Notamment, Sy = %limx_>0+ B(x) et la formule de la question IV.A, conjointement au développement trouvé
au I11.D.3 donne, au voisinage de 0 :

B(x) = = [(6(1) —é( + 1)) + (#/(1) ~ ¥/(a + 1)

= 2 [(0(1) ~ (1) = @)z + o(a))? + (C2) ~ C2) + 20@)z + o(a)) | =23 + o (1)

z z—0+t

ce qui redonne bien

Iv.C -
IV.C.1) La fonction 1 est de classe € sur R’, donc

‘ @ est de classe €°° sur |—1;+oo]. ‘

La formule de Leibniz donne, pour tout x € |—1;4o00][ et tout n > 2,
n—1
P (@) = (Wa+ ) =) @+ 1)+ (1) P @+ D @+ 1) + 9™ @ +1) (bla+1) (1) —p "D (@ +1)
k=1

donc

n—1

Yn > 2 0™ (0) = Z (Z) B (1) R (1) — D (1),

k=1

IV.C.2) On a vu a la question IV.A que B est de classe € sur |0;+o0] et, & la question IV.B.3, que

VpeN  B@P(z) —— 2(=1)Pp! Spio.

z—0t

Le théoréme de prolongement °° montre alors que B se prolonge en une fonction ]§, de classe € sur [0;+o0] et

telle que _
VpeN  BP(0)=2(-1)Pp!S,a.

La fonction B admet donc un développement limité & ordre 7 — 2 en 0 donné par la formule de Taylor-Young :

r—2
B(z) =Y 2(~1)"S,p02” + o (2772)
p=0 0
Mais pour tout x > 0, on a
r—1 r—2
SN _ple) 1 ¢ 9(0) |, 1y | = 2P0 2
B(z) = B(x) = == = — > o o (@) TESN o (@)
q=0 p=0
car ¢(0) = 0. Par unicité du développement limité, on a donc
v, 0 2 2(=1)S ")
pe[[ T = ]] (7) p+2 — ( +1)|
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En particulier, pour tout r > 2, on a 2S, = (—1)" % et, pour r > 3, la formule de la question IV.C.1 donne

r r—2
25, = 1 [Z ("3 ) - wm] .

(r—1)! Pt

D’autre part, le développement en série entiére trouvé a la question IIT.D.3 donne (™ (1) = (—=1)"*'n!{(n + 1) pour
tout n € N*. On a donc

—1r [Sr-1 ) . .
2sv-=(§1)! Lg( oD+ ) (1) - 1= DI ) - ()G )
= 7“—1 lz’“' ;:11_ (1) R — 1= R)IC(R 4 1) C(r — k) — (=1 ¢(r + 1)
soit
28, = r((r+1) = 3 Clk+ 1) C(r — )
k=1
* 0
¢
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