
MP*2 Devoir Surveillé no 5 Corrigé

Autour des sommes d'Euler

Centrale MP 2015 � Maths II

Un beau sujet de Centrale omme on les aime : sobre, relativement ourt, pas du tout répétitif, plongeant au ÷ur

d'une théorie mathématique intéressante.

Il a ependant le gros avantage de vous faire réviser tous les gros théorèmes d'analyse de l'année.

PREMIÈRE PARTIE

I.A �

I.A.1) On peut utiliser un théorème du ours (sur les fontions monotones), ou bien le faire � à la main � : pour tout

n > 2, on a

an =
1

n
−
∫ n

n−1

dt

t
=

1

n
− ln

(
n

n− 1

)
=

1

n
+

(
− 1

n
−O

(
1

n2

))
= O

(
1

n2

)

e qui prouve que

∑
an onverge absolument, don onverge.

La série

∑
an onverge.

I.A.2) Puisque ak = 1
k − ln k + ln(k − 1) pour tout k > 2, on obtient après télesopage

n∑

k=2

ak =

n∑

k=2

1

k
− lnn = Hn − 1− lnn

don Hn = lnn+ 1 +
n∑

k=2

ak = lnn+ 1 +
∞∑
k=2

ak + o(1) puisque la série

∑
an onverge.

Le réel A := 1 +
∞∑
n=0

an est tel que Hn = lnn+A+ o(1).

En�n, puisque A+ o(1) est un o(lnn) :

Hn ∼
n→∞

lnn.

I.B �

Séparons les as :

• Si r = 0, alors la série

∑
Hn diverge grossièrement.

• Si r = 1, on peut érire

1

n+ 1
= o

(
Hn

n+ 1

)

et le membre de gauhe est le terme général d'une série positive divergente ; par omparaison, la série

∑
Hn/(n+

1) diverge.

• Si r > 1, hoisissons s tel que r > s > 1 et érivons

Hn

(n+ 1)r
=

Hn

(n+ 1)r−s

1

(n+ 1)s
= o

(
1

ns

)
r − s > 0.

Par omparaison à la série de Riemann onvergente

∑
1/ns

, la série

∑
Hn/n

r
onverge.

On a don prouvé que la série

∑
Hn/(n+ 1)r onverge si et seulement si r > 1. D'ailleurs, puisque r est supposé entier,

∑ Hn

(n+ 1)r
onverge si et seulement si r > 2.

I.C �

I.C.1) Bon, là 'est du ours.
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∀t ∈ ]−1 ; 1[ ln(1 − t) = −
+∞∑

n=1

tn

n
(rayon de onvergene R = 1).

∀t ∈ ]−1 ; 1[
1

1− t
=

+∞∑

n=0

tn (rayon de onvergene R = 1).

I.C.2) D'après le ours, le produit de Cauhy des deux séries i-dessus a don un rayon de onvergene supérieur ou

égal à 1. Le problème pour aluler e produit est qu'une des sommes ommene à 1 au lieu de 0. Pour ontourner la
di�ulté, je vous propose deux méthodes.

Première méthode

On fatorise par t la somme délitueuse : pour tout t ∈ ]−1 ; 1[,

ln(1− t)

1− t
= −t

(
+∞∑

n=0

tn

n+ 1

)(
∞∑

n=0

tn

)
= −t

∞∑

n=0

(
n∑

k=0

1

k + 1

)
tn = −t

∞∑

n=0

Hn+1 t
n

et il ne reste plus qu'à réintégrer le fateur t à sa plae, puis e�etuer un petit glissement d'indie pour trouver

ln(1− t)

1− t
= −

∞∑

n=1

Hn t
n.

Deuxième méthode

On onvient de dé�nir bk = 1/k si k > 1 et b0 = 0. Alors pour tout t ∈ ]−1 ; 1[,

ln(1− t)

1− t
= −

(
∞∑

n=0

bn t
n

)(
∞∑

n=0

tn

)
= −

∞∑

n=0

n∑

k=0

bk t
n = −

∞∑

n=0

Hn t
n

en onvenant que H0 = 0.

t 7→ ln(1 − t)

1− t
est développable en série entière sur ]−1 ; 1[ et, pour tout t ∈ ]−1 ; 1[, on a

ln(1− t)

1− t
= −

∞∑

n=1

Hn t
n
.

I.D �

I.D.1) Soient (p, q) ∈ N2
.

Remarque 1 Attention, l'entier p peut être égal à 0, e qui fait que la fontion étudiée n'est pas forément prolongeable par ontinuité

en 0 ! En revanhe, étudier la ontinuité sur ]0 ; 1] est une obligation � sans quoi, vous perdez irrémédiablement des points !

• t 7→ tp(ln t)q est ontinue sur ]0 ; 1]

•
√
t · tp(ln t)q = tp+1/2 (ln t)q −−−−→

t→0+
0 par roissane omparée, e qui montre que tp (ln t)q = o

t→0+

(
1/

√
t
)
.

Cela montre que t 7→ tp (ln t)q est intégrable sur ]0 ; 1] et don

Ip,q existe pour tout (p, q) ∈ N2
.

I.D.2) Les fontions t 7→ tp+1/p+ 1 et t 7→ (ln t)q sont de lasse C 1
sur le segment [ε ; 1] ; on peut intégrer par parties

sans disussion :

Iεp,q =

[
tp+1

p+ 1
(ln t)q

]1

ε

−
∫ 1

ε

tp+1

p+ 1
q
(ln t)q−1

t
dt

e qui mène au résultat attendu :

∀p ∈ N ∀q ∈ N∗ ∀ε ∈ ]0 ; 1[ Iεp,q = − q

p+ 1
Iεp,q−1 −

εp+1

p+ 1
(ln ε)q.

I.D.3) Puisque p > 0 et q > 1, la question I.D.1 montre que Iεp,q−1 −−−−→
ε→0+

Ip,q−1 et Iεp,q −−−−→
ε→0+

Ip,q. De plus,

εp+1(ln ε)q −−−−→
ε→0+

0 don, à la limite quand ε→ 0+, la formule de la question I.D.2 donne

Ip,q = − q

p+ 1
Ip,q−1.
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I.D.4) En utilisant la valeur

∀p ∈ N Ip,0 =

∫ 1

0

tp dt =
1

p+ 1
,

une réurrene sur q permet de montrer que

∀p, q ∈ N Ip,q = (−1)q
q!

(p+ 1)q+1
.

I.E �

On a pour tout t ∈ ]0 ; 1[,

(ln t)r−1 f(t) =

+∞∑

n=0

an t
n(ln t)r−1.

Posons, pour tout un : t 7→ an t
n (ln t)r−1

.

• Pour tout n ∈ N, un est ontinue sur ]0 ; 1[ et, d'après la question I.D.1, un est intégrable sur ]0 ; 1], don sur

]0 ; 1[, ar r > 1 ;

• la série

∑
un onverge simplement sur ]0 ; 1[ et a pour somme t 7→ (ln t)r−1f(t), qui est ontinue sur ]0 ; 1[ ;

• pour tout n ∈ N,

∫ 1

0

∣∣un(t)
∣∣, dt = |an|

∫ 1

0

tn
∣∣(ln t)r−1

∣∣ dt = (−1)r−1 |an| In,r−1 = (r − 1)!
|an|

(n+ 1)r

et, par hypothèse, la série

∑ |an|/(n+ 1)r onverge, 'est-à-dire que la série

∑∫ 1

0
|un| onverge.

Le théorème d'intégration terme à terme

1

s'applique et, sahant

∫ 1

0

un(t) dt = an In,r−1 = (−1)r−1(r − 1)!
an

(n+ 1)r
,

on obtient :

∫ 1

0

(ln t)r−1f(t) dt = (−1)r−1(r − 1)!

+∞∑

n=0

an
(n+ 1)r

.

I.F �

I.F.1) Pour r > 2, on applique le résultat de la question I.E à f : t 7→ ln(1−t)
1−t qui est développable en série entière sur

]−1 ; 1[ (question I.C.3) ave omme oe�ient de tn dans e développement, an = −Hn.

Attention ! Pour pouvoir appliquer un résultat préédent, il faut justi�er que les hypothèses requises sont véri�ées.

Ii, 'est simple puisque

∑ |an|/(n+ 1)r =
∑

Hn/(n+ 1)r est alors onvergente d'après la question I.B.

On obtient don ∫ 1

0

(ln t)r−1 ln(1 − t)

1− t
dt = (−1)r−1(r − 1)!

+∞∑

n=0

−Hn

(n+ 1)r

ou enore

∀r ∈ N∗
r {1} Sr =

∞∑

n=0

Hn

(n+ 1)r
=

(−1)r

(r − 1)!

∫ 1

0

(ln t)r−1 ln(1− t)

1− t
dt.

I.F.2) Pour notre intégration par parties, il va y avoir pas mal de disussions, aussi va-t-on repasser par des segments.

[Fixons momentanément un segment [c ; d] ⊂ ]0 ; 1[℄ ; alors, par intégration par parties,

∫ d

c

ln(1 − t)

1− t
(ln t)r−1 dt =

[
−
(
ln(1− t)

)2

2
(ln t)r−1

]d

c

+
r − 1

2

∫ d

c

(
ln(1− t)

)2
(ln t)r−2

t
dt

=

(
ln(1− c)

)2
(ln c)r−1

2
−
(
ln(1− d)

)2
(ln d)r−1

2
+
r − 1

2

∫ d

c

(
ln(1− t)

)2
(ln t)r−2

t
dt.

Pour étudier les termes de bord, on se rappelle que lnx ∼
x→1

x− 1, ou enore et que ln(1− x) ∼
x→0

x. On obtient alors

•
(
ln(1 − c)

)2
(ln c)r−1 ∼

c→0+
c2(ln c)r−1 −−−−→

c→0+
0,

•
(
ln(1 − d)

)2
(ln d)r−1 ∼

d→1−

(
ln(1− d)

)2
(d− 1)r−1 −−−−→

d→1−
0 ar r − 1 > 0.

1

À ne pas onfondre ave le théorème de onvergene dominée !
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Puisque trois des termes de l'égalité admettent une limite quand c → 0 et d → 1, le quatrième aussi ; ave le résultat

de la question I.F.1, on obtient

∀r ∈ N∗
r {1} Sr =

(−1)r

2(r − 2)!

∫ 1

0

(
ln(1 − t)

)2
(ln t)r−2

t
dt.

I.F.3) En partiulier,

S2 =
1

2

∫ 1

0

(
ln(1 − t)

)2

t
dt.

Le hangement de variable (de lasse C
1
et stritement déroissant) u = 1− t mène à

S2 =
1

2

∫ 1

0

(ln u)2

1− u
du.

Appliquons le résultat de la question I.E à r = 3 et f : t 7→ 1

1− t
qui est bien développable en série entière sur

]−1 ; 1[ ave, omme oe�ient de tn dans son développement, an = 1. La série

∑ |an|/(n+ 1)3 =
∑

1/(n+ 1)3 est

une série de Riemann onvergente. On obtient alors

∫ 1

0

(lnu)2

1− u
du = 2

∞∑

n=0

1

(n+ 1)3
= 2 ζ(3)

et don

S2 = ζ(3).

DEUXIÈME PARTIE

II.A �

II.A.1) On véri�e tout :

• la fontion γ : t 7→ tx−1 e−t
est ontinue sur ]0 ; +∞ [ ;

• γ(t) ∼
t→0+

tx−1 = 1/t1−x
ave 1− x < 1, don γ est intégrable au voisinage de 0 ;

• t2 tx−1 e−t −−−−→
t→+∞

0 e qui montre que γ(t) = o
t→+∞

(
1
t2

)
, et don que γ est intégrable au voisinage de +∞.

Conlusion :

t 7→ tx−1 e−t
est intégrable sur ]0 ; +∞ [.

II.A.2) On e�etue le hangement de variable u = t/α, de lasse C 1
et stritement roissant, dans l'intégrale dé�nis-

sant Γ :

Γ(x) =

∫ +∞

0

tx−1 e−t dt =

∫ +∞

0

(αu)x−1 e−αuα du = αx

∫ +∞

0

ux−1 e−αu du

don

∫ +∞

0

ux−1 e−αu du existe et

∫ +∞

0

ux−1 e−αu du =
Γ(x)

αx
.

II.B �

II.B.1) Soient x > 0 et y > 0.

• ϕ : t 7→ tx−1(1 − t)y−1
est ontinue sur ]0 ; 1[.

Remarque 2 Attention, ette fontion diverge en 0 si x < 1 et diverge en 1 si y < 1 ! La ontinuité n'est don assurée, dans le as

général, que sur l'intervalle ouvert ]0 ; 1[...

• ϕ(t) ∼
t→0+

tx−1 = 1/t1−x
ave 1− x < 1 et

• ϕ(t) ∼
t→1−

(1 − t)y−1 = 1/(1− t)1−y
ave 1− y < 1

e qui montre que ψ est intégrable sur ]0 ; 1[ et don

∀x, y > 0 β(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1 dt existe.

II.B.2) Le hangement de variable (de lasse C 1
et stritement déroissant) u = 1− t donne
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∀x, y > 0 β(x, y) = β(y, x).

II.B.3) Par intégration par parties ave u(t) = tx et v′(t) = (1 − t)y−1
, on a, puisque tous les termes existent,

β(x + 1, y) =

∫ 1

0

tx(1− t)y−1 dt =

[
− t

x(1− t)y

y

]1

0

+
x

y

∫ 1

0

tx−1(1− t)y dt

=
x

y

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1 (1− t) dt =
x

y

∫ 1

0

(
tx−1(1− t)y−1 − tx(1− t)y−1

)
dt

=
x

y

[
β(x, y)− β(x + 1, y)

]

don, après regroupement et simpli�ation :

∀x, y > 0 β(x + 1, y) =
x

x+ y
β(x, y).

II.B.4) Les questions II.B.3 et II.B.2 montrent que

β(x + 1, y + 1) =
x

x+ y + 1
β(x, y + 1) =

x

x+ y + 1
β(y + 1, x) =

x

x+ y + 1

y

x+ y
β(y, x) =

x

x+ y + 1

y

x+ y
β(x, y)

don

∀x, y > 0 β(x + 1, y + 1) =
xy

(x+ y)(x+ y + 1)
β(x, y).

II.C �

II.C.1) Si la relation (R) est vraie pour x > 1 et y > 1, on a, d'après la question II.B.4 et pour tous x, y > 0 :

β(x, y) =
(x + y)(x+ y + 1)

xy
β(x+ 1, y + 1)=

(x+ y)(x + y + 1)

xy

Γ(x+ 1)Γ(y + 1)

Γ(x+ y + 2)
par (R)

=
(x + y)(x+ y + 1)

xy

xΓ(x) · y Γ(y)
(x+ y + 1)(x+ y) Γ(x+ y)

=
Γ(x) Γ(y)

Γ(x+ y)
.

Si (R) est vraie pour x > 1 et y > 1 alors elle est véri�ée pour tout x > 0 et y > 0.

II.C.2) La fontion θ : u 7→ u
1+u = 1− 1

1+u , est de lasse C 1
sur ]0 ; +∞ [ et stritement roissante ; le hangement de

variable t = θ(u) donne

β(x, y) =

∫ +∞

0

(
u

1 + u

)x−1(
1

1 + u

)y−1
du

(1 + u)2
.

∀x, y > 0 β(x, y) =

∫ +∞

0

ux−1

(1 + u)x+y
du.

II.C.3) Puisque x+ y − 1 > 0, la fontion t 7→ e−t tx+y−1
est ontinue sur R+

don la primitive de ette fontion qui

s'annule en 0 est Fx,y : t 7→
∫ t

0
e−u ux+y−1 du. Cette fontion est roissante par positivité de l'intégrande. Notamment,

pour tout t > 0 on a

Fx,y(t) =

∫ t

0

e−u ux+y−1 du 6

∫ +∞

0

e−u ux+y−1 du.

∀t > 0 Fx,y(t) 6 Γ(x + y).

II.C.4) Posons h : (a, u) 7−→ ux−1

(1 + u)x+y
Fx,y

(
(1 + u)a

)
. Véri�ons les hypothèses du théorème de ontinuité d'une

intégrale à paramètre.

• Pour tout u ∈ [0 ; +∞ [, la fontion a 7→ h(a, u) est ontinue sur R+
ar Fx,y est de lasse C 1

sur R+
;

• Pour tout a ∈ R+
, la fontion u 7→ h(a, u) est ontinue (par moreaux) sur [0 ; +∞ [ ar x− 1 > 0 et Fx,y est de

lasse C
1
sur R+

;

• En�n, on a la domination

∀a ∈ R+ ∀u ∈ [0 ; +∞ [
∣∣h(a, u)

∣∣ 6 ux−1

(1 + u)x+y
Γ(x+ y) =: ψ(u)

d'après la question II.C.3, et la fontion ψ est intégrable sur [0 ; +∞ [ d'après e que l'on a fait en II.C.2.
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Le théorème de ontinuité des intégrales à paramètre permet d'a�rmer que

G est dé�nie et ontinue sur R+
.

II.C.5) On veut évidemment appliquer le théorème de onvergene dominée (dans sa version ontinue a → +∞). On

véri�e toutes les hypothèses :

• pour tout u ∈ [0 ; +∞ [, on a g(a, u) −−−−−→
a→+∞

ux−1

(1+u)x+y Γ(x+ y) ;

• u 7→ ux−1

(1+u)x+y Γ(x+ y) est ontinue (par moreaux) sur [0 ; +∞ [ ;

• on a la domination vue à la question préédente :

∀a ∈ R+ ∀u ∈ [0 ; +∞ [
∣∣h(a, u)

∣∣ 6 ux−1

(1 + u)x+y
Γ(x+ y) =: ψ(u)

où ψ est intégrable sur [0 ; +∞ [.

Le théorème de onvergene dominée permet alors d'a�rmer que

G(a) −−−−−→
a→+∞

∫ +∞

0

ux−1

(1 + u)x+y
Γ(x + y) du

ou enore, au vu des résultats de la question II.C.2 :

lim
a→+∞

G(a) = Γ(x+ y)β(x, y).

II.C.6) Ave les notations de la question II.C.4, et pour un segment [c ; d] ⊂ ]0 ; +∞ [ :

• Pour tout a ∈ R+
, la fontion u 7→ g(a, u) est ontinue (par moreaux) et intégrable sur [0 ; +∞ [ ;

• pour tout u > 0, a 7→ g(a, u) est de lasse C 1
et de dérivée

∂g

∂a
(a, u) =

ux−1

(1 + u)x+y
(1 + u) F′

x,y

(
(1 + u)a

)
= ax+y−1 e−(1+u)a ux−1.

• pour tout a ∈ R+
, la fontion u 7→ ∂g

∂a
(a, u) est ontinue (par moreaux) sur [0 ; +∞ [ (ar x− 1 > 0) ;

• on a la domination

∀a ∈ [c ; d] ∀u ∈ [0 ; +∞ [

∣∣∣∣
∂g

∂a
(a, u)

∣∣∣∣ 6 dx+y−1 e−(1+u)c ux−1 =: ψ(u)

et ψ étant de la forme u 7→ C

te ·e−cu ux−1
ave c > 0, elle est intégrable sur ]0 ; +∞ [ ('est le résultat de la

question II.A.2).

Ainsi le théorème de dérivation des intégrales à paramètre permet-il de onlure que

G est de lasse C 1
sur [c ; d].

Cei étant valable pour tout [c ; d] ⊂ R∗
+, et grâe au aratère loal de la lasse C 1

:

G est de lasse C 1
sur R∗

+.

II.C.7) De plus, la formule de dérivation donne, dans e as,

∀a ∈ R∗
+ G′(a) =

∫ +∞

0

∂g

∂a
(a, u) du = ax+y−1 e−a

∫ +∞

0

e−au ux−1 du

soit, ave le résultat de la question II.A.2 :

∀a ∈ R∗
+ G′(a) = Γ(x) ay−1 e−a

.

II.C.8) On a don

∀a, b > 0 G(b)−G(a) =

∫ b

a

G′(t) dt = Γ(x)

∫ b

a

ty−1 e−t dt.

Or

• G(a) −−−−→
b→+∞

Γ(x+ y)β(x, y) d'après la question II.C.5,

• G(a) −−−→
a′→0

G(0) ar G est ontinue en 0 d'après la question II.C.4
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don G(a) −−−→
a→0

0 ar Fx,y(0) = 0.

D'autre part,

∫ b

a
ty−1 e−t dt −−−−−−−−−→

(a,b)→(0,+∞)
Γ(y) don, en passant à la limite, on obtient Γ(x + y)β(x, y) − 0 =

Γ(x) Γ(y). On peut onlure en faisant remarquer que Γ(x+ y) 6= 0, e qui permet de diviser :

∀x > 1 ∀y > 1 β(x, y) =
Γ(x) Γ(y)

Γ(x+ y)
.

TROISIÈME PARTIE

Remarque 3 La fontion � digamma � se note habituellement � ̥ � ('est un � Gamma � ave une double barre, don di-gamma...) À ause

de sa trop grande ressemblane ave un � F �, l'usage mathématique de ette lettre s'est plus ou moins perdu. C'est quand même ridiule

de la noter ψ et de l'appeler � digamma �.

III.A �

Pour tout x > 0, on a

ln
(
Γ(x+ 1)

)
− ln

(
Γ(x)

)
= ln

[
Γ(x+ 1)

Γ(x)

]
= lnx

don, en dérivant,

∀x > 0 ψ(x+ 1)− ψ(x) =
1

x
.

III.B �

III.B.1) Selon les résultats admis dans la partie II, Γ est de lasse C∞
sur ]0 ; +∞ [ et ne s'y annule pas don, pour

tout x > 0, la fontion

y 7→ Γ(x) Γ(y)

Γ(x+ y)
= β(x, y)

est de lasse C∞
sur ]0 ; +∞ [. En partiulier,

Pour tous x, y > 0, la quantité

∂β

∂y
(x, y) est bien dé�nie.

On a, pour tout x, y > 0 :

∂β

∂y
(x, y) =

Γ(x) Γ′(y)

Γ(x+ y)
− Γ(x) Γ(y) Γ′(x+ y)

(
Γ(x+ y)

)2 =
Γ(x) Γ(y)

Γ(x + y)

[
Γ′(y)

Γ(y)
− Γ′(x+ y)

Γ(x+ y)

]

don

∀x, y > 0
∂β

∂y
(x, y) = β(x, y)

[
ψ(y)− ψ(x+ y)

]
.

III.B.2) Si y < y′, on a tx (1− t)y > tx (1 − t)y
′

pour tout t ∈ ]0 ; 1[, et don β(x, y) > β(x, y′). Ainsi

y 7→ β(x, y) déroît sur R∗
+.

III.B.3) En onséquene, pour tous x, y > 0, on a

∂β

∂y
(x, y) 6 0, mais omme de plus β(x, y) > 0, la formule du 1,

mène à ψ(y) 6 ψ(x+ y). Ainsi

ψ est roissante sur R∗
+.

III.C �

III.C.1) Pour tout x > −1 et n > 1, par télesopage,

ψ(x+ n+ 1)− ψ(x + 1) =

n∑

k=1

[
ψ(x+ k + 1)− ψ(x + k)

]
=

n∑

k=1

1

x+ k

d'après la question III.A.

En partiulier, pour x = 0, ψ(n+ 1)− ψ(1) =
∑n

k=1
1
k don, en soustrayant membre à membre,

ψ(n+ 1)− ψ(1)− ψ(x+ n+ 1) + ψ(x+ 1) =

n∑

k=1

(
1

k
− 1

x+ k

)

soit
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∀x > −1 ∀n > 2 ψ(x+ 1)− ψ(1) = ψ(x+ n+ 1)− ψ(n+ 1) +

n∑

k=1

(
1

k
− 1

x+ k

)
.

III.C.2) On a 0 < x+ 1 6 p+ 1 don, par roissane de ψ,

0 6 ψ(x+ n+ 1)− ψ(n) 6 ψ(p+ n+ 1)− ψ(n) =

n+p∑

k=n

[
ψ(k + 1)− ψ(k)

]
=

n+p∑

k=n

1

k
= Hn+p −Hn−1.

De plus, puisque pour tout k ∈ Jn ;n+ pK on a 1/k 6 1/n, on obtient

0 6 ψ(x+ n+ 1)− ψ(n) 6 Hn+p −Hn−1 6
p+ 1

n
.

III.C.3) Proédons ave méthode :

• Pour x > −1, la série

∑(
1

k
− 1

x+ k

)
est onvergente ar

1

k
− 1

x+ k
=

x

k(k + x)
∼

k→∞

x

k2
.

• De plus, x > −1 étant �xé et don p = ⌊x⌋ + 1 également, on a

p+ 1

n
−−−−→
n→∞

0 don l'inégalité de la ques-

tion III.C.2, donne ψ(x+ n+ 1)− ψ(n) −−−−→
n→∞

0.

• En partiulier, ψ(n+ 1)− ψ(n) −−−−→
n→∞

0.

• Or l'égalité de la question III.C.1 donne

ψ(x+ 1) =
(
ψ(x+ n+ 1)− ψ(n)

)
︸ ︷︷ ︸

−−−−→
n→∞

0

−
(
ψ(n+ 1)− ψ(n)

)
︸ ︷︷ ︸

−−−−→
n→∞

0

+ ψ(1) +

n∑

k=1

(
1

k
− 1

x+ k

)

︸ ︷︷ ︸
onverge

On en onlut, en faisant tendre n vers l'in�ni, que

∀x > −1 ψ(x+ 1) = ψ(1) +

∞∑

k=1

(
1

k
− 1

x+ k

)
.

III.D �

III.D.1) Dé�nissions, pour n > 2, la fontion vn : x 7→ 1

n
− 1

x+ n
. On a :

• Pour tout n ∈ N∗
r {1}, la fontion vn est de lasse C∞

sur [−1 ;+∞ [, de dérivées v
(k)
n : x 7→ (−1)k+1k!

(x+ n)k+1
.

• Pour tout x > −1, on a l'équivalent vn(x) ∼
n→∞

x
n2 ; ainsi, la série de fontions

∑
vn onverge simplement sur

[−1 ;+∞ [;

• Pour k > 1,
∥∥∥v(k)n

∥∥∥
[−1 ; +∞ [

∞
=

k!

(n− 1)k+1
don, puisque k + 1 > 1, la série

∑
v
(k)
n onverge normalement, et

don uniformément, sur [−1 ;+∞ [.

Le théorème de dérivation terme à terme s'applique et

g est de lasse C∞
sur [−1 ;+∞ [.

On a alors

∀x ∈ [−1 ;+∞ [ ∀k ∈ N∗ g(k)(x) =
+∞∑

n=2

v(k)n (x).

Or v(k)n (0) =
(−1)k+1k!

nk+1
don g(k)(0) = (−1)k+1k!

+∞∑

n=2

1

nk+1
, 'est-à-dire

∀k ∈ N∗ g(k)(0) = (−1)k+1k!
[
ζ(k + 1)− 1

]
.

III.D.2) La formule de Taylor ave reste intégral à l'ordre n en 0 s'érit, pour x ∈ [−1 ;+∞ [,

g(x)−
n∑

k=0

g(k)(0)

k!
xk =

xn+1

n!

∫ 1

0

(1− t)n g(n+1)(tx) dt

e qui nous donne la majoration entre g(x) et la valeur de son polyn�me de Taylor d'ordre n :

forallx > −1

∣∣∣∣∣g(x)−
n∑

k=0

g(k)(0)

k!
xk

∣∣∣∣∣ ≤
|x|n+1

n!

∫ 1

0

(1 − t)n
∣∣g(n+1)(tx)

∣∣ dt.
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Or

∀t ∈ [0 ; 1] ∀x > −1
∣∣g(n+1)(tx)

∣∣ =
∣∣∣∣∣(−1)n+2(n+ 1)!

+∞∑

p=2

1

(p+ tx)n+2

∣∣∣∣∣ 6 (n+ 1)!

+∞∑

p=2

1

(p− 1)n+2

(ar, pour tout p > 2, 0 < p− 1 6 p+ tx) et, d'autre part, pour tout p > 2, 1
(p−1)n+2 6 1

(p−1)2 par positivité de n. On

obtient don :

∀x > −1

∣∣∣∣∣g(x)−
n∑

k=0

g(k)(0)

k!
xk

∣∣∣∣∣ 6
|x|n+1

n!

∫ 1

0

(1− t)n (n+ 1)! ζ(2) dt = |x|n+1ζ(2)
[
−(1− t)n+1

]1
0

et don

∀x > −1

∣∣∣∣∣g(x)−
n∑

k=0

g(k)(0)

k!
xk

∣∣∣∣∣ ≤ ζ(2) |x|n+1
.

Maintenant, lorsque −1 < x < 1, on a ζ(2) |x|n+1 −−−−→
n→∞

0 don l'inégalité i-dessus implique que

∀x ∈ ]−1 ; 1[

n∑

k=0

g(k)(0)

k!
xk −−−−→

n→∞
g(x)

e qui est une manière de dire que :

g est développable en série entière sur ]−1 ; 1[.

III.D.3) Ave l'égalité vue à la question III.C.3, on obtient pour tout x ∈ ]−1 ; 1[ :

ψ(x+ 1) = ψ(1) +

∞∑

k=1

(
1

k
− 1

x+ k

)
= ψ(1) +

(
1− 1

x+ 1

)
+ g(x)

= ψ(1) +
x

x+ 1
+

∞∑

n=0

g(n)(0)

n!
xn

= ψ(1) +

∞∑

n=1

(−1)n+1 xn + g(0) +

∞∑

n=1

(−1)n+1
(
ζ(n+ 1)− 1

)
xn d'après III.2.1

e qui donne bien

∀x ∈ ]−1 ; 1[ ψ(x+ 1) = ψ(1) +
+∞∑

n=1

(−1)n+1 ζ(n+ 1)xn.

Remarque 4 Une autre démonstration de ette formule est possible à l'aide d'une famille sommable.

QUATRIÈME PARTIE

IV.A �

Comme on l'a signalé à la question III.B.1, pour tout x > 0, la fontion y 7→ β(x, y) est de lasse C∞
sur R∗

+.

Notamment

Pour tout x > 0, B(x) =
∂2β

∂y2
(x, 1) existe.

Reprenons l'égalité de la question III.B.1 :

∀(x, y) ∈
(
R∗

+

)2 ∂β

∂y
(x, y) = β(x, y)

(
ψ(y)− ψ(x+ y)

)
.

On en déduit :

∀x, y > 0
∂2β

∂y2
(x, y) =

∂β

∂y
(x, y)

(
ψ(y)− ψ(x + y)

)
+ β(x, y)

(
ψ′(y)− ψ′(x+ y)

)

= β(x, y)
(
ψ(y)− ψ(x+ y)

)2
+ β(x, y)

(
ψ′(y)− ψ′(x+ y)

)
.
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Or β(x, 1) =
∫ 1

0 t
x−1 dt = 1/x :

∀x > 0 xB(x) =
(
ψ(1)− ψ(x+ 1)

)2
+
(
ψ′(1)− ψ′(x+ 1)

)
.

Puisque Γ est C∞
sur R∗

+ et ne s'y annule pas, ψ est C∞
sur R∗

+, don

B est de lasse C∞
sur R∗

+.

IV.B �

IV.B.1) Fixons un réel x > 0. Posons h : (y, t) 7→ tx−1(1− t)y−1 = tx−1 exp
[
(y − 1) ln(1 − t)

]
.

• Pour tout y > 0, la fontion t 7→ h(y, t) est ontinue (par moreaux) et intégrable sur ]0 ; 1[ d'après la ques-

tion II.B.1;

• Pour tout t > 0, h(·, t) est de lasse C 2
sur ]0 ; +∞ [ et

∀y > 0 ∀t ∈ ]0 ; 1[
∂h

∂y
(y, t) = ln(1− t)tx−1(1− t)y−1

et

∂2h

∂y2
(y, t) =

(
ln(1 − t)

)2
tx−1(1− t)y−1.

• Pour tout t ∈ ]0 ; 1[, y 7→ ∂h

∂y
(y, t) et y 7→ ∂2h

∂y2
(y, t) sont ontinues sur R∗

+.

• t 7→ ∂h

∂y
(y, t) est intégrable sur ]0 ; 1[ ar

� pour tout y > 0, la fontion t 7→ ∂h

∂y
(y, t) est ontinue sur ]0 ; 1[,

�

∂h

∂y
(y, t) ∼

t→0+
tx−1

ave x > 0,

�

∂h

∂y
(y, t) = o

t→1−

(
1√
1−t

)
ar (1 − t)y−1/2 ln(1− t) −−−−→

t→1−
0.

• Pour tout y ∈ R∗
+, t 7→

∂2h

∂y2
(y, t) est ontinue (par moreaux) sur ]0 ; 1[ ;

• Loalisons maintenant la variable y. On hoisit c ∈ ]0 ; 1[ 1, et on érit la domination :

∀y ∈ [c,+∞[ ∀t ∈ ]0 ; 1[

∣∣∣∣
∂2h

∂y2
(y, t)

∣∣∣∣ =
(
ln(1− t)

)2
tx−1(1− t)y−1 6

(
ln(1 − t)

)2
tx−1(1− t)c−1 =: H(t)

et

� la fontion H est ontinue sur ]0 ; 1[,
� H(t) ∼

t→0+
tx+1

,

� H(t) = o
t→1−

(
1√
1−t

)
,

don H intégrable sur ]0 ; 1[.

Ainsi le théorème de dérivation des intégrales à paramètre s'applique et y 7→ β(x, y) est de lasse C
2
sur [c ; +∞ [.

On peut libérer c : la fontion préédente est don de lasse C 2
sur ]0 ; +∞ [, et sa dérivée seonde est donnée par

double dérivation sous l'intégrale. Notamment, en y = 1 :

∀x > 0 B(x) =

∫ 1

0

ln2(1 − t) tx−1 dt.

IV.B.2) De la même façon, on obtiendrait

∀p ∈ N ∀x > 0 B(p)(x) =

∫ 1

0

ln2(1− t) lnp t tx−1 dt.

IV.B.3) Soit r > 2. D'après la question I.F.2, Sr =
(−1)r

2(r − 2)!

∫ 1

0

(
ln(1 − t)

)2
(ln t)r−2

t
dt. Par ailleurs, pour tout x > 0,

B(r−2)(x) =

∫ 1

0

(
ln(1− t)

)2 (
ln(t)

)r−2
tx−1 dt

et (je vais un peu plus vite, on a déjà fait ça plusieurs fois)

• ∀t ∈ ]0 ; 1[
(
ln(1− t)

)2 (
ln(t)

)r−2
tx−1 −−−−→

x→0+

(
ln(1−t)

)2
(ln t)r−2

t ;

• t 7→
(
ln(1−t)

)2
(ln t)r−2

t est ontinue (par moreaux) sur ]0 ; 1[ ;
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• on a la domination

∀x ∈ R∗
+ ∀t ∈ ]0 ; 1[

∣∣∣
(
ln(1− t)

)2 (
ln(t)

)r−2
tx−1

∣∣∣ ≤
(
ln(1 − t)

)2∣∣ln t
∣∣r−2

t
=: ψ(t)

et ψ est intégrable sur ]0 ; 1[ d'après la question I.F.2.

En appliquant le théorème de onvergene dominée (ontinu) pour x→ 0+, on obtient

B(r−2)(x) −−−−→
x→0+

∫ 1

0

(
ln(1− t)

)2
(ln t)r−2

t
dt

et don

Sr =
(−1)r

2(r − 2)!
lim

x→0+
B(r−2)(x).

IV.B.4) Notamment, S2 = 1
2 limx→0+ B(x) et la formule de la question IV.A, onjointement au développement trouvé

au III.D.3 donne, au voisinage de 0 :

B(x) =
1

x

[(
ψ(1)− ψ(x + 1)

)2
+
(
ψ′(1)− ψ′(x + 1)

)]

=
1

x

[(
ψ(1)− ψ(1)− ζ(2)x+ o(x)

)
2 +

(
ζ(2)− ζ(2) + 2ζ(3)x+ o(x)

)]
= 2ζ(3) + o

x→0+
(1)

e qui redonne bien

S2 = ζ(3).

IV.C �

IV.C.1) La fontion ψ est de lasse C∞
sur R∗

+ don

ϕ est de lasse C∞
sur ]−1 ;+∞ [.

La formule de Leibniz donne, pour tout x ∈ ]−1 ;+∞ [ et tout n > 2,

ϕ(n)(x) =
(
ψ(x+1)−ψ(1)

)
ψ(n)(x+1)+

n−1∑

k=1

(n
k

)
ψ(k)(x+1)ψ(n−k)(x+1)+ψ(n)(x+1)

(
ψ(x+1)−ψ(1)

)
−ψ(n+1)(x+1)

don

∀n > 2 ϕ(n)(0) =

n−1∑

k=1

(n
k

)
ψ(k)(1)ψ(n−k)(1)− ψ(n+1)(1).

IV.C.2) On a vu à la question IV.A que B est de lasse C∞
sur ]0 ; +∞ [ et, à la question IV.B.3, que

∀p ∈ N B(p)(x) −−−−→
x→0+

2(−1)p p! Sp+2.

Le théorème de prolongement C ∞
montre alors que B se prolonge en une fontion B̃, de lasse C∞

sur [0 ; +∞ [ et
telle que

∀p ∈ N B̃(p)(0) = 2 (−1)p p! Sp+2.

La fontion B̃ admet don un développement limité à l'ordre r − 2 en 0 donné par la formule de Taylor-Young :

B̃(x) =

r−2∑

p=0

2(−1)p Sp+2 x
p + o

x→0
(xr−2).

Mais pour tout x > 0, on a

B̃(x) = B(x) =
ϕ(x)

x
=

1

x

[
r−1∑

q=0

ϕ(q)(0)

q!
xq + o

x→0

(
xr−1

)
]
=

r−2∑

p=0

ϕ(p+1)(0)

(p+ 1)!
xp + o

x→0
(xr−2)

ar ϕ(0) = 0. Par uniité du développement limité, on a don

∀p ∈ J0 ; r − 2K 2(−1)p Sp+2 =
ϕ(p+1)(0)

(p+ 1)!
.
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En partiulier, pour tout r > 2, on a 2Sr = (−1)r ϕ(r−1)(0)
(r−1)! et, pour r > 3, la formule de la question IV.C.1 donne

2Sr =
(−1)r

(r − 1)!

[
r−2∑

k=1

(
r − 1

k

)
ψ(k)(1)ψ(r−1−k)(1)− ψ(r)(1)

]
.

D'autre part, le développement en série entière trouvé à la question III.D.3 donne ψ(n)(1) = (−1)n+1n! ζ(n+ 1) pour
tout n ∈ N∗

. On a don

2Sr =
(−1)r

(r − 1)!

[
r−2∑

k=1

(
r − 1

k

)
(−1)k+1k! ζ(k + 1) (−1)r−k(r − 1− k)! ζ(r − k)− (−1)r+1r! ζ(r + 1)

]

=
(−1)r

(r − 1)!

[
r−2∑

k=1

(r − 1)!

k!(r − 1− k)!
(−1)r+1k!(r − 1− k)! ζ(k + 1) ζ(r − k)− (−1)r+1r! ζ(r + 1)

]

soit

2Sr = r ζ(r + 1)−
r−2∑

k=1

ζ(k + 1) ζ(r − k).

� �

�
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