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I Suites et intégrales

A - Etude d’une intégrale à paramètre

Pour x dans R+ on pose

f(x) =

∫ +∞

0

1− cos t

t2
e−xt dt

A.1) Montrer que f est définie et continue sur [0,+∞[ et de classe C2 sur ]0,+∞[.

A.2) Déterminer les limites de f et f ′ en +∞.

A.3) Exprimer f ′′ à l’aide des fonction usuelles et en déduire

∀x > 0 f ′(x) = ln(x)− 1

2
ln(x2 + 1)

A.4) Montrer {
∀x > 0 f(x) = x ln(x)− 1

2x ln(x
2 + 1)− arctan(x) + π

2
f(0) = π

2

A.5) Montrer

∀s ∈ R |s| = 2

π

∫ +∞

0

1− cosnt

t2
dt

B - Etude d’une intégrale à paramètre

Dans cette section, on étudie la suite définie par

∀n ∈ N∗ un =

∫ +∞

0

1− (cos t)n

t2
dt

B.1) Justifier l’existence de la suite (un)n∈N∗ et préciser la monotonie de la suite (u2n)n∈N∗ .

B.2) Montrer que u1 = u2 =
π
2 .

C - Calcul d’un équivalent de un

C.1) Montrer que

∀n ∈ N∗, un =

√
n

2
√
2
vn avec vn =

∫ +∞

0

1−
(
cos(

√
2u/n)

)n
u
√
u

du

C.2) Montrer que
∀(n, u) ∈ N∗×]0, 1], |1−

(
cos(

√
2u/n)

)n
| ≤ u

C.3) Montrer que la suite (vn)n∈N∗ admet une limite finie ` vérifiant

` =

∫ +∞

0

1− e−u

u
√
u

du

C.4) On admet la relation
∫ +∞
0

e−u
√
u
du =

√
π.

Conclure que un ∼
√
nπ

2
.
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