MP*2-2018/2019 Correction du D.T.L. 01 (Sujet CCS 19389)

I.1.a) Si x et y vérifient pour tout n x, 19 = Typi1 + Ty €6 Y2 = Zny1 + 2n, alors pour tout A et p dans R
et tout n : ATpi2 + (WYnt2 = ATpi1 + WWnt1 + ATy + pyp, donc Ax + py est dans €. De plus la suite nulle
est dans £. £ est bien un sous-espace vectoriel de S.

Tout élément x de £ est déterminé de maniére unique par les valeurs zg et z;. L’application ¢ : S — R? qui
a x associe (g, x1) est donc bijective. Elle est clairement linéaire, ¢’est donc un isomorphisme et dim & = 2.

I.1.b) La famille (¢(U),(V)) = ((0,1),(2,1)) est libre dans R? (déterminant égal & —2), c’est donc une
base de R%; ¢ est un isomorphisme, donc (U, V') est une base de &.

I.1.c) Soit U" = (tp+1)n>0 €t V' = (Vn41)n>0. On vérifie facilement que U’ et V' sont des éléments de E.
De plus uy = u; = 1 = Jug + 2vg et uf =up =1 = Juy + 2v1. Donc p(U’) = p(3U + 3V) et puisque ¢ est
bijectif : U’ = %U + %V, Soit Upiq = %un + %vn pour tout entier n. L’autre relation se justifie de la méme
maniere.

Un calcul élémentaire donne, a partir de ces relations : bu? ., — v2,; = —(5u2 — v2). Puisque 5uf —vi = —4,
n+1

: ) . ) 2 .2 _
il en résulte bien par récurrence que bu; — vy = 4(—1)

I.2) En supposant (1) vraie a l'ordre n et en utilisant les formules de la question précédente on obtient

1 1 1 1 1
Uznt1 = 5Uan + 5V = S Un¥n + Evgn + (=)™ = 5 Untn + 51)%” + Z(Sui —02)
5, 1, 1
Uon+1 = Zu” + ZU” + 5“"%'

Un calcul similaire conduit a

5, 1, 5
Von+1 = Zlun -+ Zvn + iunvn.

On utilise maintenant g, o = %U2n+1 + %U2n+1 pour obtenir :

1 52+12+1 +1 52+12+5
Uoptro = 5 4un 4vn 2unvn 5 4un 4vn 2unvn

5)
= Zui + ZUEL + §unvn
B 1 +1 5 +1
— A\t Tt ) (gt T gt
Uon+2 = Up4+1Unti-

On établirait par le méme procédé
Vont2 = U3L+1 - 2(_1)n+1-

Ceci prouve que si les relations (1) sont vraies a l'ordre n alors elles sont vraies a l'ordre n + 1. Or elles
sont vraies a l'ordre 0. Donc elles sont vraies pour tout entier n.
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II.1.a) Soit n = Zle bi(n)2"=1, avec by(n) =1 (d est donc 'entier que nous recherchons). On a
d
27 <<y 2t =21 <2
i=1

En prenant le logarithme

Inn
d—1< —<d
_ln2<

donc d —1=|22|, puisd = |[22]+1.

I1.1.b) 25 = 32 < 39 < 64 = 25, donc 4(39) =5+ 1 = 6.

I1.2.a) On vérifie par récurrence que

B(n)
n; = Z by (n) 2k 1A=
k=p(n)+1—i
En particulier
B(n)
Ngn) = Z bk(n)Qk_l =n.
k=1

I1.2.b) D’aprés les résultats de la premiére partie on aura :
— Sibsm-i =0 2 |
Un;yy = Un;Un, Unipr = Up, — 2(_1)7”.

n;

Unipy = % (univni + UrZLi - 2(_1)”1) Unipr = % (5u’nivni + /U’?LZ‘ - 2(_1)ni)'

I1.3)39 =32+ 4+ 2+ 1, B(39) =6, (bg, bs, bu, b3, ba, by) = (1,0,0,1,1,1).
— Ny = b6 =1
Uy = 1 V1 = 1.

— Ne=2n1+bs=2+0=2

Uy = v = 1 U2=’U%-2(—1)1:3.
— n3=2n+by=24+0=4

Uy = Uy =3 vy =v3 —2(—1)* =T,

—n4:2n3+bgz2—|—1:9

1 1
ug = 5 (wgvs+vf = 2(=1)") =34 vy = 3 (5ugvs + 0} — 2(=1)") = 76,
1 1
Ugg = 5 (UQUQ + 'Ug _ 2(_1)9) = 4181 Vg = 5 (5'LL9'Z)9 + 'Ug) - 2(—1)9) = 9349.
— n6:2n5+b1:2—|—1:39

1

uzg = 5 (ur9v19 + viy — 2(—1)") = 63245986 w19 = = (Burguig + vy — 2(—1)"") = 141422324,

| —
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ITI.1.a) Notons, pour n > 0, E, = [0,n — 1] (Ey = 0). Alors S(n) = >, 5 s(k). Or, pour n >0
= {2]{7, ke En} U Es, = {2]{3 +1, k e En} et E2n+1 = Fy, U {27’L}

Mais S(n) = > ,cp s(k) et s(2k) = s(k) et s(2k+1) = s(k) + 1. Les relation démandées découlent de cela
(car E, est de cardinal n).

ITI.1.b) 53 = 32 + 16 + 4 + 1 s’écrit 110101 en base 2.

S(53) = 25(26) + 26 + s(26)
S(26) = 25(13) + 13

S(13) = 25(6)+6+s( )
S(6) = 25(3)+

S(3) 25(1) + 1+ s(1)

s(1) =1, s(6) = s(4+2) =2, s(26) = s(16 + 8+ 2) = 3 et S(1) = 0. Donc, en remontant, on obtient :
S(3) =2, 5(6) =17, S(13) = 22, S(26) = 57 et finalement : S(53) = 143.

I11.1.c) Clairement S(2') =1 et S(2F*1) = 25(2P) + 2. Donc S(22) = 4, S(2%) = 12, puis par récurrence
S(20) = p2rL.

II1.2.a) B1(0) = 0, B1(2p + 1) = By(2p) car b1(2p) =0, B1(2p +2) = B1(2p + 1) + 1. On en déduit par
récurrence, que pour tout p Bi(2p) =p, Bi(2p+ 1) = p, or ¢(p) =0 et p(p + %) = —%. dans tout les cas
on a bien

Yn>1 By(n)= g + ¢(g).

Pour B on applique la méme technique en remarquant By(4p+ 1) = By (4p), Be(4p+2) = Ba(dp+1) + 1,
By(4p +3) = By(4p +2) + 1 et By(4p +4) = By(4p + 3). La fonction n +— 4 4 2¢(%) vérifiant les mémes
relation on en déduit que leur différence est constante, or elle est nulle pour n = 0, donc identiquement
nulle.

Vn>1 By(n)= g + 2¢(%)

I11.2.b) A gauche By, a droite Bs.

20 T T T T T T T 2.0

15 — 15

10 — 10

05| — 05+F

0.0 1 0.0+

-05¢ 1 -05F

-1.0¢ — -1.0¢

-15¢ — =151

2.0 I I . I . . —2.0



II1.2.c) On a

n , n

— +271g(=).

+270(5)

Ce résultat se justifie en remarquant que les deux membres de cette égalité vérifient B;(p2'+k) = B;(p2' +
k—1)pour 1 < k < 2071 By(p2+k) = B;(p2i+k—1)+1, pour 207! < k < 2" et B;(p2'+2") = B;(p2i+2—1).
Leur différence est donc constante, nulle en 1.

VYn>1 Bi(n)=

II1.2.d) S(n) = ngi) Bi(n) car b;(k) = 0 pour k <n —1eti> [(n). Il en résulte
B(n)
_ nf(n) j—1 1
S(n) ===+ 22 o (55)-
7j=1
En effectuant le changement d’indice de sommation j — £(n) — j + 1 on obtient la formule demandée.

IIL.3.a) Remarquons que, pour j > ((n), 556527~ est un entier. Donc, par définition de ¢, ¢(555527"") = 0
et par conséquent

S(n) ﬂ(n)+25(”)+§1 n_giay,

n 2 w2 2% 5w
7=1
En remarquant &:) = 2% on peut donc écrire
S(n) 1 0  o,as
— ——1 =—-+2"f(2
) logy(n) = 5 +2°(27)
I11.3.b) ¢ est une fonction bornée de n (0 < 6 < 1). Ona —3 < ¢ <0, donc —> /% A4 < f <0
Finalement Sy 1
n
) ogy(n) + 0(0),

et en particulier

S(n) ~ %nlogQ(n).

ITI.4.a) g est continue sur R™ et deux fois dérivable sur R**. De plus

1 1
= - > 0.
2ln2x

Ve >0 ¢'(x)
Donc g est convexe (la concavité de son graphe est tournée vers le haut).

2
En particulier g(2n) — S(2n) et g(n) — S(n) sont du méme signe, au sens strict.

I11.4.b) S(n)—g(n) = nx (M + 29(”)f(2_9(”))). Or 0(2n) = 6(n). Donc g(2n) —S(2n) = 2(g(n)—S(n)).

IIT1.4.c) On a donc g2m+1) —S(2m+1) <=0et g2k +1) = S(2k+1) > 0si 1 <k < m.
Remarquons que ¢(3) — S(3) > 0, donc m > 2 et soit 2m soit 2m + 2 n’est pas une puissance de 2. Un
quelconque de ces deux nombres, z, s’écrit 2¢(2k + 1), avec k < 1. D’aprés le a), g(z) — S(x) est du signe
de g(2k + 1) — S(2k + 1), et est donc strictement positif si & > 1, nul si k£ = 0. Ces deux nombres (2m et
2m + 2 ne pouvant tous deux étre une puissance de deux, pour au moins un des deux k& > 0.

En conclusion g(2m) —S(2m) > 0 et g(2m+2) — S(2m+2) > 0, I'une de ces deux inégalité étant stricte.
D’autre part S(2m) = 25(m) +m et S2m +2) = 2S(m+ 1)+ m+1 = 25(m) + 2s(m) + m + 1 et
S(2m+ 1) = 25(m) + m+ s(m).



On en déduit S(2m + 2) + S(2m) — 25(2m + 1) = 2. Cependant

S(2m+2)+ S(2m) —252m+1) =
(S2m+2) —g(2m+2))+ (S(2m) — g(2m)) — 2% (S(2m + 1) — g(2m + 1))+
(g(2m +2) + g(2m) —2g(2m +1)).

Or (S(2m +2) —g(2m +2)) + (S(2m) — g(2m)) — 2% (S(2m + 1) — g(2m + 1)) > 0. On en déduit
(%) g(2m+2) + g(2m) —29(2m + 1) > 2.
Mais

g2m+2)+g@2m)—292m+1) = g2m+2)—g2m+1)+g2m+1)—g(m)
= (2m+2—02m+1))d(c) — (2m+1—-2m)g'(d)
(c,d) € 2m,2m +2]*, ¢ > d
= ¢(0)—4(d)
(c—d)g"(e)
o
2In(2) x 4m
2.

IN

g(2m +2) + g(2m) — 2g(2m + 1)

IN

C’est en contradiction avec (x).

II1.4.d) On a donc g(2m + 1) — S(2m + 1) > 0 pour tout m au moins égal 1 et g(1) —S(1) = 0.

En utilisant la résultat déja établi : g(2°(2k+1))—S(2°(2k+1)) est du méme signe que g((2k+1))—S((2k+
1)), on en déduit que g(n) — S(n) > 0 pour tout entier non nul, I’égalité étant réalisée si et seulement si
n est une puissance de 2.

III.5.a) Notons
u; R —- R
r = 592 )

— ¢ est continue donc chaque u; est continue,

— llujlleo = 55,

— Y1 Qn% converge (série géométrique), donc -, u; converge normalement et par conséquent
uniformément sur R.
Il résulte de ces trois points que f est définie et continue sur R.

II1.5.b) Montrons directement que f n’est dérivable en aucun point de R. Pour cela nous arons besoin du
lemme suivant :
Lemme : Si la fonction f: R — R est dérivable en z( alors

lim fly) — f(z)

(x,y)%(xo,mo),xémoﬁy,xiy y — T

= f'(x0).
Démontrons ce lemme.

f(x) = f(xo) + (7 — m0) f'(w0) + o(x — m0),
f(y) = f(w0) + (y — o) f'(w0) + o(y — 20).

En soustrayant la premiére ligne & la deuxiéme on obtient
fly) = f(x) = (y — 2) f'(20) + o(x — o) + o(y — o).

5



Or |z — xo| =20 — 2y — x = |y — x| et de méme |y — xo| < |y — x|, par conséquent
o(x — o) +o(y — o) = o(y — )
puis
fly) — f(z)
y—x
qui conduit immédiatement au résultat annoncé.

= f'(wo) + (1),

Revenons au résultat qui nous préoccupe.
Soit xo dans R. Il existe un entier k, unique, tel que 2% <z< %

On a ) )
k 1 k k+1 1 k+1
f(55) = ZOESO(W) et f=,—) = ZO§¢(W)-
j= j=
Remarquons que pour 1 < j < p les nombres 5; fl,j et QPkJ:Lll,j sont dans un méme intervalle [, TH]’ me”Z
( m = bp]ijj>'
Or sur un tel intervalle ¢ est affine, de pente égale a 1 ou —1.
On en déduit »
E+1 k 1 1
(=, )—f(g)zzligm-
j:
Pour tout p entier on a donc :
S-S 1,
k1 kT 9P
2p 2p
ou A, = ?:1 +1 est un entier relatif qui a méme parité que p et ne posséde donc pas de limite lorsque p

tend vers +o00.
Il découle donc de la contraposée du résultat du lemme que f n’est pas dérivable en x.

kokkokk

En bonus : l'allure du graphe de f, sur [0, 1], sachant que f est 1-périodique.

0.05

0.00

-0.05

-0.10

-0.15

-0.20

-0.25

-0.30

—-0.35 L L L I
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0



