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1. Soit f € C[X1,...,Xn]o. On a, pour tout A € C, f(Az) = f(x). En particulier, f(x) = f(0) :
f est une fonction constante. Réciproquement, une fonction constante est bien une fonction
polynomiale homogene d’ordre 0.

2. 1l est clair que C[X}, ..., X,]; est stable par combinaisons linéaires. C’est donc un sous-espace
vectoriel de C[ X7y, ..., X,]. Soit (@ )aen» une famille presque nulle (ie dont tous les termes sont

nuls sauf un nombre au plus fini d’entre eux) de complexes et f = Z a, X . Cest un polynéme
aeN”
homogene d’ordre k si et seulement si , pour tout A € C, Z an(AX)* = Z aa\F X, ou,
aeNn aeNn
en posant |a| = a3 + ... + ap, Z ag(Al — X¥) X = 0. Puisque (X?), est une base, c’est
aeN"?
équivalent a aa()\m‘ — )\k) = 0 pour tout « (et tout \). Finalement

C[X1,..., Xnlk = Vect({X; a € N |a] = k}),

et la dimension d,, ;, de C[X1, ..., X,,]; est égale au cardinal de C = {& € N"; |a| = k}. Donnons
deux calculs de ce cardinal (bien évidemment, au concours, un seul suffit; en fournir deux est
une perte de de temps et risque méme, dans certains cas, de donner au correcteur le sentiment
que le propos n’est pas assuré) :

1.0na

k k—1
dn,k‘ = Zdnfl,kfr et dn,kfl = Z dnfl,kflfr
r=0 r=0
doudy j, = dp p—1 + dn—1,. Par ailleurs,
Vn € N*, dn,O =letVkeN, dl,k =1

Sur les premiers termes du tableau des d,, ;, on voit apparaitre en diagonale les lignes successives
du triangles de Pascal. Une récurrence sur n + k permet de confirmer que

k—1
dnk:<n+ >
’ n—1

2. On peut aussi constater que I'application
a— (a0 +as+lar+as+as+2,...,a01+...+a,_1+(n—2))

de C dans I'ensemble des suites strictement croissantes de longueur n — 1 a valeurs dans [0, k +
n — 2] est une bijection.



II

3. La base (X)aen» de C[X1,..., X, ] peut étre partitionnée en sous-familles (X, ) o=k, k € N, et
chacune est une base de C[X}, ..., X,];. Donc

4.

2.

ClX1,..., X = PCXy, ..., Xuli
keN

Note : la notion de somme directe d’une famille quelconque de sous-espaces est hors programme.

(@

(b)

(@

(b)

(@
(b

Soit (ai j)1<i<n,1<j<m la matrice de u dans les bases canoniques. On a
m m
fOUZf E CLLij,..., E aijj EC[Xl,...7Xm}
j=1 j=1

La linéarité est immédiate. Il s’agit méme d’un morphisme d’algébre conservant le degré d’-
homogénéité. S’il s’agit d’'un isomorphisme, il induit un isomorphisme de C[ X}, ..., X, ]; =
Vect(X1,...,X,) sur C[Xy,...,X;]1 = Vect(Xy,...,X;mn). En identifiant C[ X1, ..., X,,]1
et C" d’une part, C[X3,..., X,,]; et C™ d’autre part, 'application induite n’est autre que
u elle-méme. Donc n = m et u est un isomorphisme. Réciproquement, si u est un isomor-
phisme, 'application considérée admet pour réciproque f — fou 1.

Notons tout d’abord que si cet ensemble est non vide, il est égal a 'ensemble des matrices

0
diagonales inversibles. En effet, si AM A = ( 0 (ou A\ et i sont non nuls), alors, en
"

. , Uu 0 .
notant ¢ et ) des racines carrées de \ et i et en posant B = ( (/)C / ), ol u,v € C*,
v/in
ona

(AB)M(AB) = 'B(AMA)B = ( '8 0 >

C

1 -
sia # 0, on aen posant A = b/a upmAa=|“ 02 :
0 1 0 (ac—10%)/a

2
sic+#0,onaenposant A = Lo ,AMA = (ac=b%)/c 0 :
—b/c 1 0 c

siacO,onaenposantA(i 11>,§4MA<2b 0 )

. . . . a b
Montrons maintenant qu’il est effectivement non vide. Posons M = ( A ) :

0 —2b

Si A € SLy(C), alors det(AM A) = det(M). L'ensemble cherché est donc contenu dans
I'ensemble des matrices diagonales de méme déterminant que M. Réciproquement, si N
est diagonale et det(N) = det(M), il existe, d’apres la question précédente, A € GLy(C)
telle que N = AM A et I'on a det(N) = det(A)? det(M) d’ott det(A)? = 1. Si det(A) = —1,
1

0 -1

alors A’ = A < vérifie A’ M A" = N et det(A4’) = 1.

Ceci résulte de 1.4.a. et de la linéarité de 'application M +— AM A.

C’est immédiat.



3. L’application A — det(A) étant polynomiale, il est clair que f o det l'est aussi. En outre, pour
toute A € SLy(C) et M € My(C), ®A(M) = f(det(AMA)) = f(det(M)) = &(M).

4. Les applications coordonnées sont continues et une somme de produits de fonctions continues
est continue.

5. Posons f(x) = @ (( g (1) )) Soit M € V N GLy(C). 1l existe d’apres 1.b. une matrice A €

SLo(C) vérifiant AM A = det(M) 0

B(M) = dA(M) = & (( dEtéM) (1) )) — F(det(M)).

et'on a

Ainsi, les applications continues ® et f odet coincident sur VN GLy(C) qui est ! une partie dense
de V. Elles sont donc égales. L'unicité résulte immédiatement de la surjectivité de det.

III

1. ¢ Réflexivité : évident.
o Antisymétrie : Si « # 3, on a, en notant ¢ le plus petit entier tel que 5; — a; # 0, 8; — a; > 0
oupf; —a; <0donca < fouf<a.
¢ Transitivité : Si o < 3 <  alors, en notant ¢ et j les plus petits indices tels que 8; — a; # 0 et
v; — B; # 0, et en supposant par exemple ¢ < j, ¢ est le plus petit indice tel que v; — «; # 0, et
lona~vy;, —a; = (v — Bi) + (B; — ;) > 0 donc a < .
¢ Ordre total : immédiat.

2. Un ensemble fini non vide et totalement ordonné possede évidemment un plus grand élément.
Donc toute partie finie non vide de N” possede un plus grand élément.

3. Immédiat compte tenude (y+ ) — (v +a) =5 — a.

4. Soient a = deg(f) et § = deg(g). L'inégalité deg(fg) < deg(f) + deg(g) est immédiate. Mais le
produit fg ne comporte qu’un unique mondme de degré o + 3 car si o/, 8’ € N" sont tels que
o xaetf xBetd + 8 =a+palors (« —a’) = —(8— ') qui ne peut étre non nul (le
premier terme non nul serait strictement positif et strictement négatif), d’ott o/ = v et 8/ = S.

On a donc deg(fg) = deg(f) + deg(g).
5. Montrons tout d’abord que toute partie non vide de N" possede pour < un plus petit élément.

Soit E une partie non vide de N". Notons p; : N* — N I'application « — x;. L’ensemble p; (E) est
une partie non vide de N, qui admet un plus petit élément a;. Posons E; = {z € E; p1(x) = a1},
puis a; = min(p2(E1)), B2 = {& € E1; pa(z) = as},..., a, = min(p,(F,—_1)). L’élément

a = (a1, as,...,a,) est le plus petit élément de F.
Prouvons maintenant I"énoncé demandé. Soient k& > 1 et by, ..., b, € C[Xq,...,X,] \ {0}. Sup-
posons par 'absurde I'existence de f € C[X7, ..., X, ]\ {0} mettant 'énoncé en défaut, et notons
F Tensemble de ces fonctions polynomiales. Alors f € F ne vérifie pas elle-méme le point 2.
(sans quoi on peut choisir ¢g; = ... =g, = 0 et r = f) et 'on peut poser

alf) = max{a € N"; f contient un monome de degré o

vérifiant 3i € {1,...,k},a — deg(b;) > 0}

1. Pour toute M € V, M + elz € V est inversible pour tout ¢ € C* suffisamment petit en module.



6.

D’apres le lemme, on peut choisir f tel que «(f) soit minimal. Soit 7 tel que a(f) — deg(b;) > 0.
Notons a le coefficient de X*/) dans f et b le coefficient de X9°¢(*) dans b, et posons

g=1f— %Xa(f)*deg(bi)bi.

On a clairement g € F. Comme deg(X“(/)~dee(:)p) = o(f), les mondmes intervenants dans g
sont de degré < «a(f). Donc a(g) < «(f), ce qui est absurde.

Remarque : 11 sera utile de noter que I'on peut, sans modifier la preuve, adjoindre la condition
|deg(qi)| < |deg(f)| lorsque f # 0.
(@) Si XP € I(A),il existe ay,..., a5 € Aetqi,...,qs € C[X1,..., X,] tels que

XP=X"q + ...+ X%q,

et 'un des ¢; comporte un mondéme de degré v tel que 8 = «; + . Donc 8 — a; € N™.
Réciproquement, s'il existe a € I(A) tel que 3 — a € N”, alors X# = XA~ X ¢ [(A).
(b) SifelI(A),ilexistea,...,as € Aetqy,...,qs € C[Xq,...,X,] tels que

f:Xalql—‘r...—f—Xasqs

et chaque monéme X* de f est monome de I'un des X “¢;. Comme ci-dessus, 3 — a; € N".

La réciproque est évidente.

(c) Le diagramme suivant, pour n = 2, illustre I'existence d’une telle partie finie (les points
noirs sont les éléments de A et les zones grisées correspondent aux 3 tels que X € I(A)).

A
a, l

3

Raisonnons par récurrence sur n, en supposant A # ( (le cas contraire est trivial). L’hypo-
these de récurrence sera :

H,, :Pour toute A C N", il existe A finie telle que Ag C A C Ag + N"

©oH; est vraie : Il suffit de prendre Ay = {min(A)}.

©Sin > 2et H,_ 1 est vrai : On va montrer qu’il existe M € N tel que
VBeA, JaceAja, < Met—aecN"

La conclusion en découlera en raisonnant ainsi : on choisit un tel M etonpose A,,_1 = {a €
A; o, < M}.Onaalors A,,_1 C A C A,,—1 + N". On construit ensuite, de la méme facon,



M’ € Ntel que, en posant A,, o = {a € Ay, a1 < M'},0onaitA, o C A,y C A, 2+N",
etc. Alors Ag C A C Ag+N"et Ag  [1, M™ V] x ... x [1,M'] x [1, M] est fini.

Prouvons maintenant I'existence de M. A chaque a € A, associons o/ = (ay, ..., a,_1) et
posons A’ = {o/,a € A}. 1l existe, d’aprés H,,_;, A} fini tel que Aj ¢ A’ ¢ Aj +N""1 11
suffit alors de choisir M tel que, pour tout 8 € Ay, il existe a € A tel que o = Beta,, < M.
. On peut supposer I # {0}. Soit A = {deg(f),f € I\ {0}} et A¢ C A une partie finie telle que
I(Ag) = I(A). Soient by, ..., bs € T\ {0} tels que Ay = {deg(bx),1 < k < s} et J I'idéal engendré
par by,...,bs. Soit f € I\ {0} : il existe ¢1,...,qs et r comme dans 5.. Alors r € I d’apres le
premier point et, si r # 0, deg(r) € A. Par 6.a., deg(r) — deg(b;) € N™ pour un certain : € [1, s],
ce qui contredit le second point de 5.. Doncr =0, f € JetI = J.

. Soit F' une partie finie de I qui engendre I. Il existe » > 0 tel que tous les éléments de F
appartiennent a I'idéal engendré par f, ..., f.. L'idéal engendré par fy, ..., f. est I.

(a) Provient immédiatement de la linéarité de I'application (u,v) — A(u,v) et de 1.4.b..

(b) L’application ®* est polynomiale car composée de f — f* qui est linéaire et de ® qui est
polynomiale (I.4.b). La linéarité de ® — ®* est évidente.

. La remarque faite en I.4.b. montre que si ® est homogéne de d’ordre k, ®* aussi.

. Il Sagit d’'une partition de la base canonique (X")|,|—; de &, . Noter que le nombre de valeurs
de p pour lesquels &,, 1., # {0} est fini car un tel p vérifie p < km.

. On posera pour v = (1, V1, ..., V) € N ||v|| = vy 4 205 + ... + muy,.

(a) On a clairement, pour tout v € N |deg(X;_1D;(X"))| = k et || deg(X;_1D;(X"))|| =

|| deg(X")|[+1 (lorsque i € [1,m]), ainsi que | deg(X;+1D;(X"))| = ket || deg(X;+1D:(X"))| =

| deg(X"¥)|| + 1 (lorsque i € [0, m — 1]). Les inclusions demandées en résultent.

(b) Notons e; = (0,0,...,0,1,0,...,0) € NI (le terme 1 correspondant a I'indice 7). Soit
v e NI tel que |v| = k et |v| = p. On a (on note ; ; = 1sii = 7, 0 sinon) :

m—1
DD'(X*) = D[ > (m—jx ten=c
7=0
= Z i m = ) (vi + di 1 — 83, ) XV TR e

ﬁ
Il
-
<.
I
<



(@]

(d

(@

puis

m m—1
(DD’ = D'D)(X") = > ilm—j) [v;(vi + 6 41 — 0i)
i=1 j=0
—i(Vj + 01 — 0 5)] XVTem oo e
m—1

_)XV+€j+1—€j+ei—1_Ei

i(m — ) (0i 11— i) (v — vi

iz
i

3
L

(m — )8 2 (v — ) XV esmerteia e

I

@
I
-
.
I
=3

z(m — 1+ 1)(1/7;,1 — l/i)XV

I

@
Il
-

(m — 24); X"

o

Il
=

= (mk—2p)X"¥
On conclut par linéarité.

On procede par récurrence sur r. Le cas » = 1 vient d’étre établi. Supposons (1) vraie pour
un certain r > 1. Alors, pour tout ® € &, k., D"(®) € Epy o p—r siT < pet D"(P) = 0 si
r > p. Donc

(D™D’ — D'D™)(®) D(D"D' — D'D")(®) +
r(mk —2p+r—1)D"(®) +

(r+1)(mk —2p + r)D"(®)

(DD’ —
(mk —2(p —

D'D)D’ (®)
r))D"(®)

La relation (2) se prouve de fagon similaire.
Soit @ € E,kp \ {0}. Alors, d’apres la remarque faite en 3., on a p <
ka+1 ((13)
nilpotents. Soient maintenant ® € &,, 1. , tel que D(®) = 0 et r minimal tel que D"’ (®) = 0.
Alors, d’apres (2), 7(r—1)D'" "1 (®) = 0, dotr < 1 et D'(®) = 0. La réciproque est similaire.
Pour i € [0,m], on a e;(A(u,v)) = e;(Au, A" v) = X" 2e;(u,

km et, par 4a.,
= D’**+1(®) = 0. Les endomorphismes induits par D et D’ sur &,, ;. sont donc

v), c’est-a-dire

Par conséquent :

m A m
@A(zo,...,xm) = & <Zx,ei> = (szf)
=0 =0
<Z )\m_%xiei> = ®(\"xy, A2, JAT T,
En particulier, pour ® = X“ (ol |a| = k; rappelons aussi que I'on a posé ||a|| = Z ia;) ¢
i=0

A _ )\21";0 ai(m—Qi)q) — /\mk—2\|oz|\q)

Puisque les (X®)|,/—; forment une base de &, %, on a P4 = P pour tout A € C* si et
seulement si ® € Vect{X?, |a| = k,2||a|| = mk}, c’est-a-dire si mk est pair (faute de quoi
cet espace serait réduit a {0}) et ® € &, i mk/2-



(b) Posons plutot A, = ( (1) ’L; ) On aici:

ei(Ay (u,v)) = e5(u+ pv,v) = (T) (u+ po)™ it = (m) S <m h Z) u™ I (),

c’est-a-dire :

Par conséquent :

CDA“ (SIJ(), ceey (Em)

Il
A
Y

m—1 Z+] ]
Z . W Ti€itj

— J

m
Z xﬂf*‘)
i=0

m

>

I
KA
S
]
o
<

m k
k )
d Z Z ( .)/ijxkj €k
k=0 \j=0 J
= ¢($O,M$0+$1,M2$0+2,U1$1 +z2,...,
m(m —1)

w4+ mu™ ey + f,um_%g +ootTm)

Pour ® = X, il vient :

m k ak
B\ .
DA (20, ... ) = H Z(,>ﬂjxk_j
k=0 \j—0 \J
Or
E 1
|2 () (55 )
- Z Nwae—; | =k 1)
dp o\ —o N\ J
On a donc :

d

m (@4 (zg, ..., 2m)) = D(P)A*

Cette relation est, par linéarité, valable pour toute ® € &,,. On a donc ®*» = & quel
que soit 4 si et seulement si D(®)4* = 0 quel que soit , c’est-a-dire si et seulement si

D(®) =0.
(c¢) C’est un calcul similaire.

(a) C’est un sous-espace vectoriel parce que & — ®* est linéaire. C’est aussi un sous-anneau
parce que cette application est un morphisme d’anneau ((®¥)* = &40 et 14 = 1). De
maniére plus synthétique, 7,, est une sous-algébre (unitaire) de &,, car & — ®“ est un
morphisme d’algébres (unitaires).

N N

(b) Soit ® € 7,,. ll existe N € Net (P € H Em.i; tels que & = Z ®, etlona:

k=0 k=0

N
o=04=> o
k=0



Or &, 1 étant stable par ® — d4, ona CIJﬁ € Em i dolt Oy = <I>k“,1 et &y, € T . Ainsil'on a
bien

jm = @jm,k:
k

7. (a) C’est immédiat par 5.a.
(b) Notons que, pour toutes A, B € My(C), 48 = (<I>B)A. Soit alors A € GLy(C), d € C* une
racine carrée de det(A) et B = éA (donc B € SLy(C)). On a, pour toute & € J,, 1, :
PA — p(dl2)B _ ((I)B)‘H? — il
Or, pour toute f € B,,,
U2(f) = 0(f o (dIz)) = (d™f) = A" D(f).

On a bien
P4 = det(A)"F/2p,

\%

b
1. L’application F' est polynomiale d’apres 1.4.a. Posons A = ( “ g ) et B = ( * Zt/ ) Ona
C z

F(A) = G(AB) = G(az + bz, ay + bt, cx + dz, cy + dt)
donc DyF(A) = (2D.G 4+ tDyG)(AB) et
DoDyF(A) = (22DyD.G + y2DyD.G + 2tDoDyG + yt Dy DyG)(AB).
De méme
DyD.F(A) = (22DyD.G + 2tDyD.G + yzDa DyG + yt D, DyG)(AB)
d’ou

Q(F)(A) = (2t — y2)(DaDyG — DyD.G)(AB) = det(B)Q(G)(AB)

2. (a) Posons A = ( “ Z ).Pourie [0,m], on a
C

e (u,v) = e;(A(u,v)) = <”Z> (au + bv)™ (cu + dv)".

En développant cette expression, on voit qu’il existe des applications p;; € P telles que

m
et = Z pji(a,b,c,d)e;.
j=0

m
Pour [ = E x;e;, il vient
i=0

m

fA _ Z (Z pj’i(a, b,c, d)$1> €5
=0

j=0
et

é(fA) = q) (Zpo,i(aa b7 C, d)x’u Zpl,i(a7 b7 c, d)mzv sy me,i(av ba c, d)x2>
=0 =0 =0

11 est maintenant clair que A — ®(f*) € P et Gy € P.



(b) Notons Deg(P) = | deg(P)|le degré total d’'un polynéme P. On a clairement Deg(Q9(G)) <
0 dés que 2q > Deg(Gy). Or les applications p;; ci-dessus étant de degré total m, on a
Deg(Gy) < mDeg(®) + 2r. Aussi Q9(G) est-il indépendant de A des que 2¢ > mDeg(®) +
2r.

(c) Soient A € GLy(C) et f € B,,. On a, pour tout M € My(C),
Gya(M) = &((fMM) det(M)" = (M) det(AM)" det(A) ™" = G (AM) det(A) ™"
et, par 1.,
QUG pa) (M) = Q9(Gy)(AM) det (A)? det(A) ™" = QI(Gy) (M) det(A)4"

On a bien
O(f*) = O(f) det(A)*"

L’appartenance de © a 7, en découle immédiatement.

3. De G(A) = (ad — bc)?, on déduit aisément Q(G)(A) = ¢(q + 1) det(A)?"* puis
QUG)(A) = (¢ +1) x ¢

4. Simk est impair, alors ¥ = 0 d’apres IV.7.a.. On peut dans ce cas prendre ® =0, g = r = 0.

1
i mk est pair, posons ¢ = mk/2,r =0et & = ———— V. Alors, d’apres IV.7.b.,
Simk i k/2 Oet ® 2\IJAI d’aprés IV.7.b
(g +1)¢!
A 1 q
et, pour toute f € B,,,
1
G+(A) = (f) = ————= det(A)?¥
$(A) = () = o det(A4)1 ()

Par 3., il vient
QU(Gy) = ¥(/)
5. Etape 1. Montrons qu'il suffit d’établir 'énoncé sous 'hypothése additionnelle qu’il existe s € N
et (;)i1<i<r € [0,5]" tels que ¥; € T p,, V5 € Emm s—¢, (et par conséquent ¥ € &, ;).

Posons en effet, dans le cas général :

& = Z Pig,  Pig € Em et U, = Z Vie, Wir € Tk
k ¢

) ) e

=1 s 1 k+l=s

Ainsi, Z Z ®, ¥, ¢ est la partie homogene d’ordre s de V. Celle-ci appartient 7, s. D’apres
1 kt+l=s
I'hypothese, il existe IT; ,, € J,,, tel que

Z Z (I)i,k\:[}i,l:z Z Hi,k\I}i,Z

i k+l=s i k4+l=s

et on en déduit

()



qui montre que II; = Z I; ;. convient.

k
Etape 2. Supposons maintenant l'existence de s € N et ({;)1<i<r € [0, s]" tels que ¥; € T, 4, et
O, € Ensi,-Onav e g, s. Sims estimpair, alors ¥ = 0 et II; = 0 conviennent. Supposons
ms pair et posons g = % Ona:

(A = ®(fHW(f)

i=1

donc, par IV.7.b.,

T

W(f) det(A) =D ®i(f*) det(A)™ /W, (f)

i=1

En appliquant Q9 il vient :

(q+ D)a?W(f) = QUM — &,(FM) det(M)™/2) (A) T, (f)
i=1
Or, M — ®,;(fM)det(M)™/? est homogene de degré m(s — ¢;) + 2ml; /2 = 2q. Donc Q4 (M
®;(fM) det(M)™/?) est indépendante de M et, d’aprés V.2.c.,
1

WQq(M — (I)i(fM) det(M)mfi/2)

Hi : f —
appartient a 7,,,. On a en outre :

v = i I, v,
i=1

. Soit I lideal de &,, engendré par EBjm,k. Par III.7., I admet une famille génératrice finie
k>1
Uy, ..., V.. Soit ¥ € 7,. Il existe ®4,...,P,, € &, tels que

U=00)+) &Y,
=1

La remarque faite en III.5. montre que I'on peut choisir ®; vérifiant Deg(®;) < Deg(¥) (si
U £ 0). Il existe, d’aprés 5., Iy, ..., II,. € J,, tels que

U= 0(0)+ > ILY,
i=1
L’examen de la preuve de 5. montre que Deg(I1;) < Deg(®;) donc Deg(II;) < Deg(¥) (si ¥ # 0).

En appliquant ce méme procédé aux polynoémes II; on obtient, en un nombre fini d’étapes, une
expression de ¥ de la forme f(¥4,...,V,).



