Polytechnique 20009,
MP, deuxieme composition.
Corrigé

Partie I

Question 1 y7, = X? — AX + 1. Son discriminant vaut A = \* — 4.

o Lorsque A # 0, c’est-a-dire lorsque |A| # 2 (A € R), T) possede deux valeurs propres
distinctes, notées py et py. Ainsi T est diagonalisable. De plus uyy, = det(Ty) = 1.
¢ Soit € C. Soit 5 € C.

B 0 1 LY _ ([ n
Th(er + PBe2) = pler + Bez) ‘:’<—1 A>(ﬁ>_<ﬂ5>
= (B=p et —1+\3=pup)

< (B=pn et xz,(n) =0).
Question 1.a On suppose que |A| > 2.
A+ VA A—VA

5 lorsque A > 0 et puy = 5
et fro= e+ ) e
Question 1.b On suppose que [A| < 2: A <0, donc p = fx,
ainsi 1 = pyph, = |ual?, ce qui montre que |uy| = 1.
A+ivV-A
2

Question 1.c On suppose que A = 2.
X1, = (X — 1)2. Donc on pose encore fo1 = €1 + es.
Soit v € C. Posons fas = €1 + 7yes.

Trfop = fonr + fo2 <:>(_01 ;)(}y)_<}y>+<i)

= (y=2c¢et —14+2y=1+7)
= 7 =2
Ainsi, foo = €1 + 2es.
Question 1.d On suppose que A = —2.
x7_, = (X +1)% Donc on pose encore f o1 = e; — €3.
Soit 7 € C. Posons f_o9 = €1 + yea.

0 1 1 1 1
rmtaei = (5 1)(1)-(4)-(2)

— (y=0et —1-2y=-1—7)
— v =0.

Alors py = , lorsque A < 0, fa1 = e1 + ez

On a ) = , o =e1+ ez et fro = er + ) e
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Ainsi, fo9 =e;.

Partie 11

Question 2.a
x € Ker(A— ANldg) <= VkeZ (Ax), — Az =0
< VkeZ xp1— A+ x5-1=0
—=VkeZ S I G Th=1)
Th+1 -1 A Tk

o Supposons que x € Ker(A — Aldg). Par récurrence sur k, on montre que pour tout

k:eN,< O ):Tf(x").
Tp41 T

Soit £ € N. Alors k-1 = T/\’1 (

Tk

T_L . ’
, donc toujours par récurrence, on
T—k+1

To

montre que pour tout £ € N, ( Tk ) = T/\_k ( .
1

. Ainsi, lorsque
T_k41

x € Ker(A — M\l dg), on a montré que, pour tout k € Z, < xxk =TF io >
k+1 1

¢ Réciproquement, supposons que pour tout k € 7Z, ( xxk ) = Tf ( Lo )
k+1

Soit k € Z. Alors < Tk ) sz ( Zo > :T)\T/{C—l ( Zo ) ~T ( Tp—1 )
Tr41 T T T

On a donc établi I'équivalence demandée.

Question 2.b

L’application ¢, de Ker(A — Aldg) dans C? définie par p(x) = ( io ) est linéaire et
1

elle est bijective, car pour tout (xg,z;) € C?, il existe une unique famille de complexes
(x)kez satisfaisant la relation : Vk € Z xpy1 = A\xg — xp—1.
Ainsi, ¢ est un isomorphisme, ce qui prouve que dim(Ker(A — A\l dg)) = 2.

Question 3.a
On suppose que |A| # 2. Alors

(o) =1 ()
Tp41 Ty

= Tf(@mfm + axafar2)

L1 1
= Q) 1fby 1y + a2y M;l

donc en égalant les premieres coordonnées, on obtient : xj, = ay 5 + « /\,Q[L;k.

Question 3.b
On suppose que A = 2. On peut reprendre le méme calcul.

On a mat(Ty, (fa1, f22)) = (é 1) =M: M=1I+N,ouN = (0 1 ) vérifie

0 0
N2 =0.
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Or I, et N commutent, donc d’apres la formule du binéme de Newton, pour tout

keN, M*¥=I,+kN. Deplus M~! = ( Ll

0 1
1 k
k _
M—(O 1).

L. 1 1 1
Ainsi, xk = g1 fo1 +ana(kfor+ fo2) = o) + o (k + ),
Tt 1 1 2

donc z = agq + asa(k +1).

) : on en déduit que pour tout k € 7Z,

Question 3.c

On suppose que A = —2. Avec les mémes notations, M = _01 _11 > et on obtient,
_ 1)k _1\k—1
pour tout k € Z, M* = (=1)" k(=1) & , donc
0 (1)
x
:Bkj—l ) = o1 (=1 fran +aaa(k(=1)""fon + (=1)*f20)

(1) ( B ) +aa(k(—1)! ( 4 ) (- 1)F ( ; )>,
donc p = a_91(—1)F + a_92(—1)*(1 — k).

Question 4
o Supposons d’abord que A = 2. Soit x € Ker(A — Aldg). D’apres 3.b, si ags # 0,

alors |z;| — o0, donc la suite () n’est pas périodique.
k—4o00

Mais si ag9 = 0, alors la famille (zx)rez est constante, donc elle est dans Py.
Ainsi, Ker(A — 21dg) N Py = Vect(1), ou 1 désigne la suite constante égale a 1.
o Lorsque A = —2, un raisonnement similaire montre que
0 si IV est impair
Ker(A = 2Idp) N Py = { i/eit(((—l)k)kez) 5i N est pair
o Si|A| > 2, on sait que |uy| > 1, donc d’apres 3.a, si x € Ker(A — M dg) \ {0}, alors
|z | tend vers 0 ou 400 lorsque k tend vers 400, donc = ¢ Py.
Ainsi, Ker(A — Mdg) N Py = {0}.
o Supposons maintenant que |A| < 2 et que Ker(A — AMdg) N Py # {0}.
Considérons = € Ker(A — M dg) N Py avec x # 0. 1l existe h € Z tel que ), # 0.

On a ( Th ) = ( ThiN ) :TAN< h ), donc 1 € Sp(TY).
Thl Th4+N+1 Thy1

A+ v —A , A
D’apres 1.b, il existe 6 € [0, 7] tel que py) = —HT =¢" donc 0§ = Arcos(i).
D’aprés 1.b, Ty est diagonalisable et Sp(Ty) = {e?, e}, donc Sp(TY) = {eN9, e~N0},
2mm

Ainsi, 1 = V% donc il existe m € Z tel que 0 = - De plus 6 € [0, 7], donc

N
m € {0, ... ,E(E)}, ou E désigne la partie entiere.

On a donc montré que si Ker(A — Adg) N Py n’est pas réduit a {0}, alors il existe

N 2h
m € {0,... ’E<5)} tel que A = 2COS(T7T>.

N 2h
5)} tel que A = 2(308(—7T

Réciproquement, supposons qu'il existe m € {0, ..., E( N ).
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Alors T} est diagonalisable et sa seule valeur propre est 1, donc T = I,. On en déduit
2ihm

que Ker(A — M dg) N Py = Ker(A — Mdg) = Vect((15)kez, (13" rez), ol py = e~ .

Partie II1

Question 5

Remarque : La notation Z 21 lorsque (z)kez est une famille de complexes n’est pas

kez
officiellement au programme, méme si elle est classique en théorie des séries de Fourier.

Cette quantité est définie et vérifie de bonnes propriétés lorsque Z 2 et Z Z_}, sont

k>0 k<0
K
absolument convergentes : E 2L = E zk—l—g z_p = lim E Zk.
K—+o0
keZ k>0 k<0 k=—K

o Soitz e Byetue Ey.
Pour tout k € Z, |zpuk| < ||u|loo|zk|, donc Zxkuk et Zx,ku,k sont absolument

k>0 k<0
convergentes. Ainsi, < x,u > est correctement défini.

De plus, les propriétés de linéarité sur les sommes de séries montrent que x —< x, u >
et u ——< z,u > sont des formes linéaires.
o Soit u € E. Notons ¢, = (x —< z,u >). Pour tout x € Ej,

(%) lpu(@)| = <a,u>] <Y ulloolarl = llullsllzh,

keZ

donc ¢, est une forme linéaire continue et ||p,|| = sup |pu ()| < || so-
[zl <1

Soit € > 0. Il existe h € Z tel que |up| > ||ul|oc — €. Prenons (xx)kez = (0nk)rez € Ei.
On a [Julle =& < [un| = pu(@)] < [[eullllzll = llull,
donc pour tout € > 0, [|ullec — & < [Jull, done Julloo < ||@ull-
En conclusion, ¢, est continue et ||¢,|| = ||t/ co-
¢ Fixons maintenant z € F; et notons ¥V, = (u —< z,u >).
D’apres (%), ¥, est une forme linéaire continue et |V, || < ||z|;.

Pour k£ € Z tel que z, = 0, posons up = 1 et pour k € Z tel que =, # 0, posons
Tk

W= On définit ainsi w € Ex, et |z]ly = > ok = Talu) < ([T [[|ulle = [ Tall,
k kez
donc || W,l| = [[z]:.

Question 6
o Pour tout xr € Fet k € Z,

(%) [(Ax)e| < fzpa| + |wpal,

donc lorsque = € Ej, Z |(Ax)g| et Z |(Ax)g| convergent, ce qui montre que Ax € E;
k>0 k<0

et lorsque = € Eo, |(Az)g| < 2|20, ce qui montre que Az € E,. Ainsi, A(E;) C Ey

et A(Fw) C Ex.
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o De plus, la derniere inégalité montre, en passant a la borne supérieure,
que || Az||oo < 2||7]|0, donc Ay est continu et ||As || < 2.
Posons y = (0o )kez- Y € Foo, ||[Ulle =1 et ||Ay||oo = 2, donc | Ao || = 2.

o Soit x € Fy. L’'inégalité (%) montre que Z| Ax)| < Z |z | + Z |y | et

k>0 k=—1
Z| (Az);] < Z |zx| + lek‘ donc par sommation, Z! (Az);| < 2Z\xk| puis,
k<0 k<-2 k<0 kEZ kEZ
par inégalité triangulaire, ||Az|; < 2||z;.
Ainsi A; est continu et |[A;| < 2.
En réutilisant 1’élément y de paragraphe précédent, on montre que ||A;|| = 2.

Question 7.a

o Notons S I'application de E dans E définie par :

pour tout « € E, pour tout k € Z, (Sx) = Tg41.

Alors A =S+ 571 or S et S7! sont des endomorphismes de E qui commutent, donc,
d’apres la formule du binéme de Newton,

A" = i ( Z’ ) SPS—(TL—P) — zn: ( Z ) S?p—n‘

p=0 p=0

Ainsi, pour tout z € E et k € Z, (A"x)), = Z ( Z ) Thot2p—n.-

p=0
o Petite erreur d’énoncé : 1l faut supposer que =z € Fj.

A(E)) C By, donc A"z € Ey. De plus, »  [(A"x)i| = [|A7z|ly < [|AT|l]|2]:.

keZ
D’apres le cours, pour tout couple (B, ') d’endomorphismes continus de Fj, on sait

que || BC|| < ||B||||C||- Par récurrence sur n, on en déduit que [|A}] < ||A1]|™ = 27,
done » " [(A"x)i| < 2" 1.

keZ
Question 7.b
Remarque : Pour traiter cette question, je ne vois pas comment éviter de parler de
séries sur un espace de dimension infinie et d’utiliser que sur un espace de Banach, toute
série absolument convergente est convergente. Ce résultat n’est pas officiellement au
programme. On pourrait bien sir le redémontrer en passant par les suites de Cauchy
et le critere de Cauchy pour les séries ...
¢ Montrons que E; est complet.
Soit (2™)nen une suite de Cauchy de E; (pour tout n € N, on note 2" = (2} )kez)-
Soit € > 0. Il existe N € N tel que, pour tout p > N et ¢ > N, ||z — 29||; < e.
Fixons k € Z. Alors, pour tout p > N et ¢ > N, |2 — 2| < |2} — z{]i < e. Ainsi,
(2} )nen est une suite de Cauchy de complexes, or C est complet, donc il existe I, € C

tel que ZL“k — .
——+00

Soit € > 0. Il existe toujours N € N tel que, pour tout p > N et ¢ > N, [[2P —2||; < e.
Fixons K € Net p > N.
K

Pour tout ¢ > N, Z |z} — ] <||zP — 2|y < e, donc en faisant tendre ¢ vers 400,
k=K
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on obtient : Z |ah — ] <e.

On en déduit que Z |2% — lg| est défini et Z |28 — x| <e.

keZ keZ
Or, pour tout k € Z, |lx| < |l — x| + |2V |, donc | = (Ix)kez € E; et ce qui précede
montre que, pour tout € > 0, il existe N € N tel que, pour tout p > N, ||a? —||; < e.

Ainsi 27 — [ € Ey, ce qui montre que E; est un espace de Banach.
p—oo

o Fixons A € R tel que [A| > 2 et z € E.

2
Pour tout n € N, [[A™"Ajz|)y < IM‘”HAlllnHﬂflh (IM) ]l
2
o € [0, 1], donc la série Z o )\| )*||z||1 converge. Ainsi, la série ZA”A% est absol-

ument convergente dans 1’espace complet E7, donc elle converge et on peut noter Bz
sa somme.
En passant aux sommes partielles, on montre facilement que B, est linéaire.

1
o Notons C = Idg, — XAI et soit z € Fj.

N N
CBxx = C’Nl_i}rJIrloonz%)\_"A?x = Nl—lg-loocn 0)\ "Alz, car C' est continue d’apres la
question 6.
N
Ainsi, CByz = lim AT"AM = AT AT ) = dim (- AV AN ) = o) car
N—o0 £ N—+00
2
INVTAY ey < (W)N“leﬂ o
Ainsi CB) = Idg,.
“+oo
De plus, By(Cz) nZ%)x "AY(x — XAliL’) = ;(A"A’fx — A" AT 2) = 2, donc
B,\C = Idg,.
On a montré que B, est un automorphisme de E;, avec B/\’1 = Idg, — —A4A;.

A
Question 8.a
o Si |A| > 2, la question précédente montre que A; — Al dg, est un automorphisme,
donc Ker(A; — AMldg,) = {0}.
Pour la suite, remarquons que Ker(A; — M dg,) = Ker(A — AMldg) N Ej.
Supposons maintenant que A = 2. Soit = € Ker(A; — A dg, ). Ainsi, x € F; et, d’apres
la question 3.b, il existe (a, ) € C? tel que, pour tout k € Z, x, = a + (k + 1).
Si B #0, |z T +00, ce qui est faux car x € Eq, donc 8 = 0 et 2, = o. Mais

x € Ey, donc xp — 0, ce qui impose o = 0 puis z = 0.

k—+o00
Ainsi, lorsque A = 2, Ker(A; — AMdg,) = {0}.
De méme, a 'aide de la question 3.c, lorsque A = —2,

on montre encore que Ker(A; — A dg,) = {0}.
¢ Supposons maintenant que |[A| < 2. Soit z € Ker(A; — M dg,).
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Il existe un complexe u = ¢® de module 1 et de partie imaginaire > 0, il existe
(o, 3) € C? tel que, pour tout k € Z, x), = ap® + Bu=".

Si |a| > ||, alors |zx| > |ap®| — |Bu~*| = |a| — |B8] > 0, donc zj ne tend pas vers 0
lorsque £ tend vers 400, ce qui est faux.

Si |a| < |f], on aboutit & une contradiction analogue, donc |a| = |5].

Posons a = ve™#! et 3 = ve™¥2, o v € Ry et (1, p2) € R%. Ainsi

Ty = (1RO 4 giva—ht)

- 91 te2 i P1=P2 ;P2 —P1
:’761 3 (61 5 +k9_|_6z 5 k9)

= 2761'#’1;&02 COS (@ + k@) ,

or x € F, donc x, — 0.
k—+o0

Y1 — P2
2 )

Ainsi, en supposant que v # 0, et en posant p =

on obtient que cos(¢ + k0) T 0.
Alors cos(p+(k+1)6) R 0, or cos(¢p+(k+1)0) = cos(p+kb) cos @ —sin(p+kb) sin 0,
donc sin#sin(p + k6) T 0, mais sin®(p + kf) = 1 — cos?(p + k) i 1, donc

sinf = 0, puis 0 € 77, puis p = e € {1, -1}, ce qui est faux car la partie imaginaire
de p est > 0.

Ainsi v = 0.

En conclusion, on a montré que, pour tout réel A\, Ker(A; — Al dg,) = {0}.

Question 8.b

o Supposons que |A| > 2. Soit z € Ker(Ay, — AMldg, ) = Ker(A — AMdg) N Ew.
D’apres 3.a, il existe p €]1, 400l il existe (a,3) € C? tels que, pour tout k € Z,
xy, = opf + Bu ",

Si a # 0, lorsque k tend vers 400, |zx| ~ |a|p® one +oo. Clest faux car x € E,

donc a = 0.
Si 8 # 0, lorsque k tend vers —oo, |zy| ~ |B|u~* T oo C’est faux donc 8 = 0.

Ainsi, =0 : Ker(Ay — AMldg,) = {0}.

o Supposons que |A| < 2. D’apres 3.b, Ker(A — A dg) C E., donc
Ker(Aoo — )\IdEOO) = EOO = Vect((u’i)kez, (u'}\)kez)

¢ Si A =2, la question 3.b montre que

Ker(Aw — Mdg, ) = Ker(A — Mdg) N Es = Vect(1).

o Si A= —2, la question 3.c montre que

Ker(Ay — Mdg, ) = Ker(A — Mdg) N Ey = Vect(((—=1)%)gez).

Question 9

o Si|A| > 2, A; — AMdg, est un automorphisme, donc Im(A; — Al dg,) = E; est dense
dans Fj.

o Sinon |[A| < 2, et d’apres la question précédente, il existe u € Ker(Ao—Adg,)\{0}.
Soit z € Im(A; — M dg,). Il existe y € E tel que x = Ajy — A\y.

< Ay,u >= Z (Y1 + yr—1)ug = Zykuk-i-l + Zykuk—l =<y, Au >= X <y,u >,

keZ ke ke
car u € Ker(Ay — Mdg_).
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Ainsi, < z,u >=< Ay — \y,u >= 0, pour tout = € Im(A; — A\ldg,).

Ceci démontre que Im(A4; — M dg,) C ut,

mais ut = {z € B/ < x,u >= 0} = o, 1({0}), or {0} est fermé et ¢, est continue,
donc ut est fermé. Ainsi, Im(A; — Mdg,) C ut # E; (en effet, u # 0, donc il existe
h € Z tel que up, # 0 et © = (Op1)rez € E1 \ ut).

En conclusion, on a montré que Im(A; — A dg,) est dense dans E; si et seulement si
|A] > 2.

Partie IV

Question 10
o Montrons que p, est définie et continue sur R.

Pour tout k € N et t € R, || + |z_re | = |21| + |2_|, donc pour tout t € R,
Zxkeikt est définie. De plus, sup |zpe™ + 2 e ®| < |zp| + |z_x|, donc la série
= teR

d’applications de terme général t — x,e™** 4+ x_se
Ainsi, la continuité des t — xe™*t + x_ e

~it converge normalement sur R.

implique la continuité de ¢,.
1 27 )

o Soitn € Z. o / gpx(t)e_mtdt est un coefficient de Fourier de ¢,. Démontrons
™ Jo

que c’est bien x,,.
21 ) 2 +00 4 ' '
/ . (t)e Mdt = / Z fr, o, pour k > 0 et t € R, fi.(t) = e "™ (xpe +x_ge k).
0 0 k=0

|fe@®)] < |xk| + |x_k|, donc Z fr converge normalement (donc uniformément) sur
[0,27]. De plus, pour tout k € N, fi est continue sur [0, 27], donc on peut intervertir

27 +00
/ et Z Ainsi,
0
27
/ et = Zl’k/ k=gt — o,
0

kez
Question 11

Paa(t) = Z(xk 1+ Trp1)e Z$ e kH)t—i—Zx ikt — = 2costy,(t).

k€EZ kEZ k€EZ

Question 12
Notons Cy, I'ensemble des applications continues et 2w-périodiques de R dans C, que
'on munit de la norme de la convergence uniforme : || f|| = sup |f(¢)].

teR

Notons ¢ l'application de F;y dans Cy, définie par p(z) = ¢,.
v est linéaire et, pour tout x € Fy, |0zl < H:E||1, donc ¢ est continue.

Ainsi, vp,. = p( lim Z)\ "Alx) = lim Z)‘_HQOA?”J'

N—+oo

D’apres la question precedente

_ lim f: 2cos\"”
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Cette derniere limite est relative a la norme de la convergence uniforme dans Cs,, donc
il y a en particulier convergence simple. Ainsi, pour tout ¢t € R,

X /2cost\" 1
IROEDY 0a(t) = a(t) — gz
A 1 — ==8t

A

n=0
Question 13 Soit x € Ker(A; — Aldg,).
Pour tout t € R, 2costy,(t) = va,2(t) = pra(t) = Ap.(t),
donc pour tout t € R, ¢,(t) =0 ou 2cost = .

Mais si

A A A
5‘ <1, 2cost =\ <= cost = 5 <~ (3keZ, t= 2k7riArcos§)

A
et si 5 > 1, pour tout t € R, 2cost # \.

Ainsi, dans tous les cas, en utilisant éventuellement la continuité de ¢,, on montre que,
pour tout t € R, ¢, (t) = 0.

Alors, d’apres la question 10, pour tout n € Z, x, = 0.

On a bien redémontré que, pour tout A € R, Ker(A4; — M dg,) = {0}.



