Devoir en temps libre 3, pour le 05/10,/2016
Compléments sur la théorie des séries numériques

Exercice 1: La formule de Stirling
1) On pose u, = T nf Notons v, = Inup41 — Inu,. Montrer que v, = -5 + o(#). En déduire que la

série ZnZl Inuy, 41 — Inu, est convergente puis qu'il existe un ¢ non nul tel que n! ~ e¢n™e™"/n.

2) On pose I, = fow /2 sin" t dt. Trouver une relation de récurrence entre Ih42 et I,. En déduire 'expression
de Iy, et de Iy,41 a l'aide de n! et (2n)!.

3) Prouver que Ip,19 < I,,41 < I,,. En déduire lim I*}“
4) Prouver finalement la formule de Stirling !

"/ 2mn

n!~n"e
5) Soit ! la limite de Inw,,. Prouver qu’il existe un réel b tel que | — Inwu, = % + o(%).
6) En déduire :
1 1
n!=n"e "V2mn (1 + Ton +o(= ))

12n n

Exercice 2: Régle de Raabe-Duhamel

1) Rappeler les définitions de (un) = o(vn) et (up) ~ (vn).

2) On suppose que (u,) =1 + o+ O( ). Montrer que si o > 0 il existe un ng tel que pour n plus grand que
ng on ait u, > 1, et que si a < O il existe un ng tel que pour n plus grand que ng on ait u, < 1.

3) On se donne deux suites a termes strictement positifs (u,) et (v,). On suppose qu’il existe un ng tel que
Un+1 Un+1
< T

pour n > ng on ait . Montrer que si ), ~; v, converge il en est de méme de ) -, u,. Et énoncer

n n
la contraposée de cette proposition.

N . . . . . U «o 1
On considére maintenant une suite (uy,),>1 de réels strictement positifs telle que h e o(—), pour
= n n n
u
et w, = -
n

1
un réel a. On s’intéresse a la convergence de cette série. Si 8 est un réel,on pose v, = 3
n

. . w 1
4) Prouver qu'il existe un réel «y tel que Wnil 1474 o(—).
Wy n n
5) En vous servant des questions précédentes montrer que si o > 1 la série ), -, u, converge, et qu’elle

diverge si a < 1.

6)

Un+1
s que les deux

1
suites suivantes vérifient le critére pour o = 1 : () et <

n nln“n
ces suites ne sont pas de méme nature. Que peut on en conclure ?

). Montrer que les deux séries associées a

On suppose maintenant que Unil 4@ + (9( ) pour un réel a, et 'on va essayer de préciser le compor-
Up,

tement de (u,). On choisit § = a.
7) Montrer que “2t =1+ O(-%).

8) En déduire que la série Z (Inwp4+1 — Inw,,) est convergente et que la suite (wy,) converge vers un réel ¢
n>1

non nul.

9) Donner finalement un équivalent de (uy) et en déduire la nature de la série ), -, up.

1. Stirling James. 1692-1770, anglais.Cette formule apparaitrait a la page 137 de son ouvrage Methodus differentialis, daté de
1730.



Exercice 3: La transformation d’Abel
On donne la formule de la transformation d’Abel :

N N
soit (an)nen €t (bn)nen deux suites, on pose VN € N Sy = Zakbk et By = Z b, alors
k=0 k=0
N-1
VN eN Sy=anBy — Z Bk(ak+1 — ak).
k=0

1) Démontrer cette relation. Faire ’analogie entre cette formule et celle de I'intégration par partie.
2) En utilisant la transformation d’Abel établir la convergence de la série ) -, Znan si (a,) une suite de
réels tendant vers 0 en décroissant et (x,,) une suite de réels telle que (3°)_, Tx)nen est bornée.

Exercice 4: Produits infinis

On appelle produit infini une suite de la forme ([];_(1 + ug))nen 0U (uy,) est une suite de réels. On dit que
ce produit infini est convergent s’il tend vers une limite finie non nulle.

1) Montrer que si le produit infini associé a (u,) est convergent alors (u,) tend vers 0. Il existe donc un ng
tel que 1+wu, > 0 pour n > ng. On supposera dans la suite que ng = 0, c’est-a~dire : Vn € N w,, €] — 1, 400].
2) On suppose que (uy,) est une suite de réels positifs. Montrer que ([[;_o(1 4 ug))nen et ([Th_o(1 — uk))nen
convergent si et seulement si ) - u, converge.

3) On suppose que )~ un converge. Montrer que (ITr—o(1 + ug))nen converge si et seulement si >, oo u2

converge.
+oo

1
4) Calculer la valeur de H(l + (—1)n_1*)
n
n=1

5) Montrer que [[;_;(1+ (—1)”_1ﬁ) ~ %pour une certaine constante C'.
N

1 1
. > — 7 En déduire que si (p1,...,pN)

. .
k i=0 k!

=3t

i\ =3 =117

1
En déduire que la série Z — est divergente.
n>1 Pn
Indication : Utilisez la, décomposition d’un entier en produit de facteurs premiers, et le fait qu'un produit de
sommes est une somme de produits.

6) Soit N > 1 un entier. Montrer que si k > 2 est un entier

sont les N premiers nombres premiers

Exercice 5:
Soit (un)n>1 une suite de réels positifs telle que ), -, u, converge, on pose v, =
1) Etudier la suite (vy,).

On pose wy, = %7, valeur de S w, ?
1

w1 +2ug - +nun,
o .

n! T, ug)n :
2) Montrer que E (H’I:llk) converge et que sa somme est majorée par Z:g Up,.
n
n>=1

3) En déduire que

converge. Donner un majorant de sa somme.



